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第 一 章 状态 方程 


第 一 和 节 ”基本 概念 


在 六 十 年 代 以 前 ， 研 究 自 动 控制 系统 的 愤 统 方法 主要 是 司 
用 传递 曾 数 ， 研 究 对 和 象 主要 是 章 输 入 单 输出 的 定常 系统 。 这 样 
建立 起 来 的 理论 就 是 现在 所 谓 的 古典 控制 理论 ， 随 着 宇航 技术 
和 和 生产 的 发 展 ， 以 及 电子 计算 机 的 出 现 ， 控 制 系统 日 浙 复 杂 ， 
而 传统 的 研究 方法 也 就 愈 难 适应 形势 发 展 的 需要 。 因 此 ， 从 五 
十 年 代 后 期 开始 ， МАК (Bellman) 等 人 提议 使 用 状态 变量 
法 。 时 至 今日 ， 这 种 方法 已 经 成 为 现 忆 控制 理论 的 基础 ， 

状态 变量 法 究 其 实质 无 非 是 将 系统 的 运动 方程 写成 一 阶 微 
分 方程 组 的 方法 ， 在 力学 和 电工 上 早已 使 有 用， 并非 付 么 新 方 
法 ， 但 用 来 研究 控制 系统 时 它 具 有 如 下 的 优点 ， 

(1) ЖЫШТ ЛАФ ЯН. Н, УЕ ҖЕ, БШ, ЖЕ 
等 各 式 各 样 的 系统 ; 

(2) 可 以 将 一 阶 微分 方程 组 写成 向 量 矩 阵 方程 ， 因 而 简 
化 数学 符号 ， 方 便 和 运算 ; 

(3) 在 对 控制 系统 进行 分 析 时 可 以 把 系统 的 初始 条 件 包 
括 进去 ， 

C4》 有 助 于 采用 现代 北 的 控制 方法 ， 

土 述 优点 使 状态 变节 法 在 现代 控制 理论 中 获得 广泛 的 应 
Ж. 下面 我 们 就 来 给 出 有 关 这 方面 概念 的 定义 ， 

状态 ”系统 的 状态 就 是 指 系统 过 去 、 现 在 和 将 来 的 状况 . 

设想 有 一 个 质点 必 直 线 运 动 。 这 个 系统 的 状况 就 是 它 每 一 
В Ж Ти. ЖОЛИ ЖЕ BE, 


ШН e ы ттлт жү 0 
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RETE KAMRET ЕЛЕЙ АХ АБЕЛЬ — ҢА 
Ek, r Oe (D. У ГЫ ЖИ: 

(1) ТЕЕП =i WAK ЛКЫ Н, CO, 
х. uti 都 表示 系统 在 该 时 刻 的 状态 ; 

(2) 当 系 统 在 tri 的 输入 和 上 述 初始 状态 确定 的 时 
E, 状态 变量 应 完全 能 表征 系统 在 和 将 采 的 行为 。 

例如 ， 一 质点 在 外 力作 用 下 作 声 线 运 动 。 要 描述 该 质点 的 
全 过 程 运动 状况 ， 只 和 需 知 道 质点 的 位 置 函 数 SC wT. {H 
十， 要 想 说 明 质 点 在 某 一 时 刻 的 状态 ， 只 知道 质点 在 该 时 刻 的 
WE SG) 就 不 够 了， 还 必须 知道 质点 在 该 时 刻 的 速度 。 央 为 
位 置 相同 ,速度 不 同 , 代表 的 运动 状况 不 一 样 。 这 时 ， ТЕА 
的 状态 就 是 指 质 点 的 位 置 和 速度 ， 在任 一 时 刻 与 的 状态 就 是 指 
时 刻 i, 的 镁 置 和 速度 。 所 论 的 状 祥 变量 就 是 质点 的 位 置 消 数 
SG) PERGA v (人 站， 铺 要 指出 ， 选 择 不 同 的 坐标 ， 位 置 函 
数 和 速度 函数 就 会 不 同 。 换 名 话说 ， 找 述 一 个 系统 的 状态 变量 
可 以 有 各 式 各 样 的 选择 方式 ， 究 竞选 那 一 组 变量 作为 一 个 系统 
的 状态 变量 , :每 视 实 嘛 情况 而 定 ， 

状态 向 量 设 一 个 系统 有 8 个 状态 蛮 量 ， 和 全， a), 
x, JZ z 个 状态 变 莉 作为 分 量 所 构成 的 向 量 X G) 就 叫做 
该 系统 的 状态 向 基 . | 

状态 空间 ”状态 向 量 的 所 有 可能 值 的 集合 称 为 状态 空间 , 
或 者 说 ， 由 x, H, x, SH, 0, x, 轴 所 组 成 的 # 维 空间 就 称 为 
状态 空间 ， 系统 在 任 一 时 刻 的 状态 着 可 用 状态 空间 中 的 一 点 来 
表示 . 

状态 方程 ”描述 系统 状态 上 谈 量 与 系统 输入 之 问 关系 的 一 阶 
微 芬 方 程 组 称 为 状态 方程 

例 1 设 有 弹 筑 质 量 系 统 ， 如 图 1 一 1 所 示 ， 试 确定 它 的 
状态 变量 和 状态 方程 ， 

解 ” 应 用 牛顿 定律 ， 对 于 此 系统 可 得 


— 2 — 
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TEE ME (1—10) 


dE 
др 
т—— 10 (H) 
s—— ДИ» ЗР Е А CHH Ж) 
了 —— BJ GEM) 


有 一 EAE ( 达 因 /厘米 ) 
EFM O E {у E йг :作为 系统 的 状态 变量 ， 可 
特 方程 G 一 1 化 为 两 个 一 阶 币 分 上 方程 ， 


By k 
т. =f- Es 


这 就 是 系统 的 状态 方程 。 知道 系统 
ТЕН] 07, АЙ GD, {及 tZt, 


的 外 力 f， 系统 的 运动 状 次 就 唯一 ЕУ 


确定 了 .根据 微分 方程 理论 我 们 知 图 1 一 1 
道 ， 对 于 一 个 二 阶 方程 ， 它 的 初始 ' 
条 件 ар, О) 以 及 强迫 函数 О Eg, ТОП ЕЙ 
ET. 

H2 试 确 定 图 1 一 2 的 KLC 直 流 电 路 的 状态 变量 与 状态 
方程 . 

ЖЕ ”根据 克 氏 定律 可 得 


re 
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йиштин ur ”ET or rr S -- 177 


Zi Е 7 ‚ 
L Ti + Rit | idi=# (1—2) 


现在 选 O 和 ¿(G= [| (4+ 作为 状态 变量 ， 则 由 (1 


— 2) 可 得 
dy ,| 
g 
di 一 一 Ш 8 — =. R ， Жы эй 
di LC L 2 


这 就 是 系统 的 状态 方程 。 在 此 例 中 ， 如 果 选 O M = 
[Гуй 作为 状态 变量 ， 则 系统 的 状态 方程 为 


dt C 
di _ 1 _ R. 1 
dt LA L nL" 


如 果 我 们 选 (Li+ R | йу 和 fidi 作为 状态 变量 ， 并 分 别 简 记 
为 xx 和 xz， 则 我 们 得 状态 方程 


从 虐 例 可 以 看 出 ， 状 态 变量 的 选择 不 是 唯一 的 ， 但 对 一 个 
具体 系统 而 言 ， 不 论 如 何 逃 择 ， 状 态 变量 的 个 数 总 是 相等 的 . 
第 二 节 BRAINERD H 


在 上 闻 我 们 讲 了 两 个 傅 题 ， 说 明 状 态 方 程 的 求法 。 可 以 君 
出 ， 写 状态 方程 的 一 般 步 又 是 ， 和 根据 实际 系统 的 机 理 写 出 它 的 


一 一 4 一 一 
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运动 方程 ， 选 择 适 当 的 状态 变量 ， 把 运动 方程 化 为 关于 状态 变 
量 的 一 阶 微分 方程 组 。 这 个 一 阶 微分 方程 组 就 是 系统 的 状态 方 


18. 
现在 考虑 一 个 单 变量 的 线性 定常 系统 ， 它 的 运动 方程 是 一 
个 5 阶 的 常 系数 线性 微分 方程 
二 
= B zm 十 b gt lU L... T 0. ü + Š 8 (2-—1) 


其 中 # 代 表 输 入 函数 ， 且 мео, РРА аА, Л 
会 有 ”> 的 情况 ， 因 为 当 n> 时 ， 系 统 在 阶 路 消 数 的 输入 下 
产生 的 输出 将 基 单 位 脉冲 沙 数 ， 甚 至 是 它 的 导数 ， 而 对 于 常见 
的 实际 系统 来 说 ， 这 是 不 可 能 的 ， 
2-1 输入 函数 不 含有 导 教 项 的 情况 
这 时 系统 的 运动 方程 为 
Pra ува, I+ а, у = 8 (2—2) 
根据 微分 方程 理论 ， 如 УСО), 2(0),-з, SOPOR :20 
时 的 输入 #0) 已 知 ， 则 系统 未 来 的 运动 状态 完全 确定 ， 这 启 
发 我 们 能 够 取 yG). Ў), e, у b (D 这 #* 个 变量 作为 系统 的 
一 组 状态 变量 。 将 这 些 变量 相应 记 为 
у= j 
x, = $ (2—3) 


яшеу" 
由 此 看 出 ， 各 个 状态 变量 依次 是 变量 ) 的 各 阶 导 数 ， 满 是 此 条 
件 的 变量 常 称 为 相 变量 ， 现 在 我 们 采用 相 变 量 作为 状态 变量 ， 
方程 (2—2) 可 以 号 为 

х= х, 

= х; 


ian 


mmer A 
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x. = 一 2—4) 


Хх АНАА 25 Jy е. БИТЕҢНЕ S АЖР. AREE 


符号 ， 记 
0 і 0 O 
Жз, | 
| Р д 1 0 
х. ^°) Anl: : | 
ИИ 0 0 Ü 1 | 
a. 
Г жыйы ia -a Z 
‘0 
К 
Ë =: (2—5) 
29 | 
1! 


Шар (2—4) 写成 矩阵 微分 方程 
R= AX + Ba (2—8) 
Ж. И ЖЕЕ ARRA ЖИС Ep EX ЕЕЕ, ЕРЕ P aA FE HUY EE, 
在 所 论 情 况 下 ， 状 态 方 程 (2—6) hira ЗУН EE AAE ЛЕН 
EBEE (2—5) 的 形式 ， 代 表 一 种 标准 形 ， 称 为 相 变 量 正 则 
形式 ， 其 中 的 矩阵 殷 称 为 友 奸 阵 。 友 害 阵 的 特点 是 ， 正 好 在 主 
对 闻 线 上 方 的 元 一 律 为 1， 在 最 下 让 一 行 的 元 可 以 取 任 意 值 ， 
其 余 的 元 都 为 6 。 这 种 形式 的 状态 方程 看 控制 理论 中 经 常 过 
到 ， 举例 说 明 如 下. 
ЙІ 次 系统 的 方程 为 
3 (3—7) 
试 求 系 统 的 状态 方程 ， 
ft ”选取 状态 变量 
“| 二 
x |= Ў 
x, = P 


— ü — 
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从 方程 《2 一 了 ) 中 和解 出 最 高 次 导数 项 各 т Y$ у= х, 
=x 了 = wx 代入 方程 〈2 一 7) ， 并 根据 状态 变量 之 间 的 


关系 就 可 写 出 下 询 方 程 组 : 
= 
S, = х; 
X = — 8x, - 14x,—- Tx + ЗЯ 
HERRERA 
ОЎ, | ( Ü 1 0 ү pa 
5. = 0 0 кнр (2—8) 
я) g 4-7) \з/ 
或 简写 成 
X = AX + Bg 
式 中 
ET | | Ü 1 0 0 
эе ач {) 0 1 В = 1 
жү? = 8 -i4 -7> 3 


以 上 的 讨论 并 未 涉及 系统 的 输出 。 一 般 地 说 ， 系统 的 输出 往往 
是 系统 状态 变 重 的 某 种 组 合 . 下 面 我 们 将 把 系统 的 状态 方程 与 
渝 出 方程 结合 起 来 研究 ， 并 着 重 论 述 以 下 的 两 种 标准 形式 . 
1. 能 控 标准 形 
设 系 统 的 运动 方程 为 
уна ветна, + а,у=й (2 一 9 
A sG) ЖА, Hd УОС) 为 输出 ， 已 经 知道 ， 采用 相 变 量 
C2 一 3》 作为 状态 变量 时 ， 系 统 的 状态 方程 可 以 写成 相 变 量 
正则 形式 (2—6) „ 现在 把 输出 7O 通过 状态 变量 表达 出 
来 ， 并 写成 此 阵 形式 : | 
ЕС | (2—10) 
式 中 C7= [10… 的 是 一 个 1 ЕЕ, KARRA Н УЧА 
变量 联系 起 来 的 乍 阵 称 为 输出 矩阵 。 系 统 的 输出 方程 往往 是 一 


— 7 一 一 


— n ip in pp PT 
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тп, 
在 对 一 个 系统 进行 分 析 时 ， 活 要 把 状态 方程 和 输出 方程 一 
同 号 出 。 这 两 个 方程 合 起 来 称 为 系统 的 动态 方程 ， 或 系统 方 


g. 
КАТЕ НГО S H ET Ë ЖА š BJ р ТЕУ) 
X = АХ + Ва 
у= СХ (2—11) 
式 中 
”0 1 0 ) (| 
Q 0 0 | | 0 | 
A=| : Be 1 
0 о 1 | Ы 
=e S Aiaj „йүз s 1 
CY C10 02 (2—12) 


这 种 形式 的 动态 方程 ， 其 系统 矩阵 А me В 取 
《2 一 12) 的 形式 ， 常 称 为 能 控 标 准 形 ， 能 控 标 准 形 对 得 直 惩 
阵 C7 投 有 要 求 。 之 所 以 这 样 称 上 呼 的 原因 到 第 三 章 就 会 清楚 ， 
2 设 系 统 的 运动 方程 为 f 
aIta +а, ў + a y= E) (2—13) 
Eps ERA JORR WAER S НЕЕ НЕЕ. 
和 解 ” 选 相 变量 
> = 
N = ше, 
ху= 3 = %, 
作为 系统 的 状态 变量 ， 把 它们 代入 方程 〔〈2 一 13) 得 
2,X, + 2,X5, ax 二 й,х,= и (D) 
将 上 列 各 方程 加 以 整理 ， 则 得 
= -A = x 
Хох, 


— ÄÄ -一 
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Ху =a лед, me ыш - s 
1 g, z, а, 
又 输出 方程 为 
J = x, 
写成 矩阵 形式 ， 则 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 分 别 为 
TE ^%й 1 0 Тт |9 
А | | | I! | 
| = ү š 1 | ° | 
| А Ooa Pa С | | | 1 | 
\ Ny 2 ү Шы “ш и х z, j 


| Х: 
y=C10 |e 
(a 
这 就 是 系统 动态 方程 的 能 控 标准 形 . 
2. 能 观测 标准 形 
设 系 统 和 级 运动 方程 为 
на уе на, ўа, у= 8 (0) 
#W IH 3 yG. WERA iu ЯКА, НЧЕ ЖШ, 1% 
баена +a, Y (sy = (у + УСО 
(OG) +a, yE ta уе Су + a уЗ) + 
-e H 2,-.y(0)Jr+ K yU OCO + g, yt"ot (0) + +++ 
2,10 0023 
АКЫ, ЖТ] л 个 数 
YEDI, FCO + a УС), +. 
yE) +a уе) н + a,-. (0) 
YO +a у" (0) ъъ, у(0) (2—14) 
已 知 ， 则 对 任何 的 输入 函数 о С ПНЕ — АЕ Н ОШ Ж 
УС), KAERRA HAm TA” У 
x = у" "++ а, у k арў 
Xo у" q q DC + r O Ў (9—15) | 


E тта лаа —. 站 PH 一 
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х= j+ a, 


л. 
作为 一 组 状态 变量 ， 而 (2 一 14) 所 给 出 的 # 个 数 从 好 是 这 z + 
变量 的 初始 值 。 
实际 上 ， 条 用 所 选 的 状态 变量 和 原来 给 定 的 葵 分 方程 不 难 
推出 系统 的 状态 方程 为 


Ñ = yU a yU L s + Ea i =#— g,x, 


= 


~ ел Т ==, us (2—16) 
Ša- = + а, Xar 9,35 g Ra 
ое Pass u Q y m =й, 
系统 的 输出 方程 为 
2 = х, (2—17) 
方程 《2 一 16》 Ж (2—17) 可 以 写成 矩阵 形式 ， 
X = АХ + Ва 
рач (2—18) 
其 中 
| 0 0 — f, ` 1) 
1 0 O -а,-, | 0 
А = : : ， B=! : 
0 0 з 0-а, F 
.0 Ü oe 1—4, (0 
С1-10 0..0 11 (2—19) 


яр) Ый ДЕЛ ЖЖ. RK uj 3 3k АШ ih EBE C' NR 
(2—19) HER, ARARA ЛЕ. ТЕШЕ, BEI 
Жї Z ЖСР БЕЛП Es НЇН P£ E; ИБА И Бу НЕЛЕ ВУ Ж СЕ E Tü A iñi 
Жр 0н. 2079 А, 
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з 设 系统 的 运动 方程 为 
Ў+тУ+143+8у= 3н 
输出 为 >), ， 试 写 出 它 的 能 观测 标准 形 。 
解 ” 选 状态 变量 如 下 ， 
= +77 +147 
x, = f+ TY 
X |= y 
я 
= ўў + 143 = 30 8 = 3а 8х, 
i Tapa х, lix; 


х= = х. у= х. — 7х, 


六 输出 方程 为 
J = х; 

将 上 列 方程 写成 矩阵 形式 ， 得 
5 ке үт 
s ||: 0 КДЫН, 
(x 10 1 =, x (o) 
ЕН 

这 就 是 系统 动态 方程 的 能 观测 标准 形 ， 


实际 上 ， 根 据 能 控 标准 形 和 能 观测 标准 形 的 特殊 缚 槐 ， 我 
ча а no EEA 
关于 这 个 问题 在 第 三 章 还 要 讨论 。 

2-2 输入 范 数 含有 导数 项 的 情况 


设 系 统 的 运动 方程 为 
еа утва. ўва, У 
u дн! + „ат ТА В. Ë + bn (2— 20) 


-- — .—.— — Per 
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Jr Fe da ЕС) BJ z 阶 导数 代表 着 更 一 般 的 情况 。 这 村 如 选 
择 yJ Jon., JUU 作为 一 组 状态 变量 ， 得 到 的 # 个 一 阶 微 分 


EET 
Мо = 
Х,= A,X 4,0. з — g x. T bt 2 b att q... + Ён 


在 后 一 个 方程 中 包含 有 输入 阔 数 的 导数 项 ， 这 是 所 不 希望 的 ， 
我 们 希望 状态 方程 中 不 包含 输入 函数 的 导数 项 ， 这 样 不 但 简 
单 ， 而 旦 可 以 表 为 统 `- 的 形式 ， 处 理 起 来 自然 方便 得 和 多. Ej 
此 ， 我 们 需要 选择 一 组 状态 蛮 量 能 够 把 状态 方程 中 的 输入 函数 


的 导数 项 完全 消去 . 
现在 选 下 列 # 个 变量 
хоу {ий 
x=- Ва= Ў- 8,0 В.и 
х= x,- В,8= J- 8,2 pi- B.n (2—21) 


= yU ш Във" Е 用 本 — B,-,ü B, # 
FARGER, ДРА, Bovo Pe 是 待定 常数 。 下 面 我 
们 就 来 确定 它们 的 值 ， 使 状态 方程 中 不 出 现 x GQ) 的 导数 项 ， 
对 《2 一 21) 中 最 后 一 个 方程 两 过 取 习 数 ， 得 

AW Наа, а. 3 (2—21) 中 的 第 1、 第 2，…， 第 
r 个 方程 ， 得 

Z2,X = G, y — а.в 

4,- X, = a, — а, Pú — а, Ë 8 


4„-,Ху= аё, — 4,-.11 — Z, B t — а„_,3,й (2—23) 
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ia 一 
— 4 B,- # 

把 方程 《2 一 22) ЯН (2—23) 中 的 * 个 方程 一 齐 加 起 来 ， 得 
х. AE PN й„-,х + е + а,х„= yU нар 70 
Td JP +a уна, y-Á- -TA (B. + 2 B ya" 

— (Ht a B + ан" — 
— СЗ, F g B,-, l а, B, T a, B.) 
— {a Pari t Aafaa + H Z,- B 1 4,8,8 (2—24) 

将 方程 (2 一 20) 

n La y" p... | 
= bal L b ala + + b. Š + Ёй 

代入 方程 (2—24) ， 并 加 以 整理 ， 册 得 
Aat AX, tap XoF rat t aN = (2, Вун 
+ (ó, — B, — a Вун BB- а В, – appt 
k n. а Ва е m с mm. 

+ haa (2—25) 

由 此 可 以 看 出 ， 奉 令 上 式 右 方 除 最 后 一 项 外 ， 其 余 各 项 的 系数 

为 零 ， 则 状态 方程 中 不 会 出 现 # (人 的 导数 ， 据 此 可 解 出 ; 


B= P, 
В, = P, — z B, 
лла (2—26) 


| В. = 2..1 a paT Bp ` 
这 样 一 来 ， (2 21) 中 的 # 个 状态 变量 的 。 个 待定 常数 就 只 
一 地 确定 出 来 了 ， 再 将 方程 《2 一 25) «(р 的 系数 简 记 为 
B,. ЖЕ] (2—21) 中 的 后 面 % 一 了 个 方程 一 起 ， 便 得 到 系统 
的 状态 方程 ， 

х= x + Дв | 

хр X 十 88 (2—27) 


"` —* om .. rr mm тыс ты. з o 
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йж == 


„= — A RN a Nt Bt 


H (2—21) 的 第 一 个 方程 ， 得 系统 的 输出 方程 为 


J = x + В, (2—28) 
写成 矩阵 形式 ， 方 程 (2—27), (2—28) 分 别 为 
X = АХ + Bu (2—9) 
у= СУХ + Ра (2—30) 
式 中 
х 0 1 б 0 
|р. 0 Ü 1 Ü 
X =! А б, 
Ох! 0 9 0 1 | 
x э, = ү 
kë 
| 
ЫЕ | 
В... | 
E) 


CT-C1 003 0р -#,= 6, 

在 这 种 表达 式 中 ， 不 论 输 入 函数 z(t) 是 否 含有 导数 项 ， 系 
ЕРЕ 4 都 是 一 样 的 ， 而 s (O АУ РСА Н 2: ЖЕ ЖЕ ПИН EE В 的 
*л. 

Hai 给 定 系 统 的 方程 为 
J+4JP+25+Jy=H + ü + 3g 
其 输出 为 (1)， 试 写 出 系统 的 动态 方程 ， 

解 ” 在 本 例 中 


ag = j, а,= 2, d= 1; P, = Ü, P, = 1, ë, = s 


= 14 一 
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利用 公式 《2 一 站 ) K б.д Хх. RAH 
Йй, == 0 
B =ó, — &,ñ, = 1 
B,=5,—a R — «В, =1- á = — 3 
=$,- a, B- aB — aB = 3+12- 2 = 13 
把 以 上 结果 分 别人 代入 方程 (2—27) ЯП (2—28) 便 得 系统 的 
动态 方程 为 
хр=х,+Н 
= хус ЈА 
% = 一 x, 2х„— 4х + 137 
J = x, 
ДЕЙ ЗЕЙНЕ. шона «(AI Н, 
直接 由 观察 就 可 写 出 状态 方程 。 
5 给 定 系 统 的 方程 为 
二名 
求 它 的 状态 方程 ， 
E 将 方程 两 边 移 项 ， 写 成 
37—062 —3479—- ý- 2y+ # (2—31) 
申 此 看 出 要 消去 # (站 的 导数 项 ， 可 到 如 下 的 状态 变量 
X= 
зле} 
x, = 9 pg 
利用 上 述 兰 个 方程 和 方程 (2 一 31)》 ， 得 状态 方 竹 为 
m, => X, 
X, = x, 十 2# 
x = — 3( J — 20) — Šg х. – 2х, + 8 
= 2 N= Dg 
需要 注意 ， 上 述 状 态 变量 的 选取 方法 并 非 叭 一， 还 有 其 他 
较 简 单 的 方法 ， 在 下 一 节 里 将 要 讲 到 。 


Ысы: -一 
T 77 hber mhr.. pT шы оре ЫНА rrer сг. Otim ы = 
= = TE nT А Ы PE i а 
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第 三 六 ”由 传递 图 数 求 状态 方程 


单 输入 单 输出 的 线性 定常 系统 的 传递 陋 数 一 般 是 如 于 的 有 
ВИ 5) yK РЕ] Ж. 
ИЙИШИ ЛЫ т а 


яр Є 
13 та " 


CE A 4, 


$” — 
=E Ин | (3—15 
EMI 2 НУ Л ЭУ 
y" a у! L. +a, J + z, y 
= ba mt L bm 7 + + b... tt + Ë, (3—2) 
初始 条 件 为 
О) з FIO = 000) = 7(0) = 0 
0) = 22 U (0) =. = 600) = #g#(0) = O 
对 于 传递 函数 了 (tr) 不 包 售 零点 〈 分 子 N О) 等 于 第 数 ) 的 情 
W. ВИТЕ (3—2) 右 端 不 包含 输入 函数 я) 的 导数 的 情 
况 ， 我 们 在 上 节 2 - 1 中 已 经 详细 讨论 过 了 ， 这 里 不 再 重复 。 
对 于 一 般 的 情况 ， 在 上 节 2. 2 中 虽 作 过 介绍 ， 但 还 有 进一步 
研究 的 必要 。 以 下 我 们 要 研究 它 的 三 种 标准 形式 ， 
5-1 能 控 标 准 形 
为 方便 起 见 ， 将 (3—1) 重 写 如 下 : 
bas” t бз"! ts tbn 


T G) = — = (3—3) 


+ 


因为 Tt》 含 大 零点， 不 易 直 接 把 它 化 为 状态 方程 。 解 类 这 个 
困难 ， 办 法 之 一 是 引入 一 个 中 间 变 量 xG) ， 记 其 拉 氏 变换 为 
X,G), WEH (3—3) 改写 成 如 下 前 形式， 


YG Х,( 


ЩЕ (3—4) 


TU = 
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式 中 Y (Яа С) 2} 5040 AAO (t ЖИН А Ваа (7) Нур Е 
Ж, — G) п 268 分 别 由 直列 方程 给 定 ， 


XG #65) 
Y (5) = т у_ м —1 ба. — 
TO =m 4 br" l+ TË, t + Š, (3—5) 
хуа РЕ" 
# (r) Hasten Fa, r+ a, 


大 冢 知道 ， 上 列 丙 式 可 用 如 下 的 两 个 微分 方程 表示 ， 即 
Уа) = фух бх н ba R Hn) 
ху (0) = 00) =. = (0) 
= х,\0) = 0 (з= 0 
和 
x 00) = x- (0) = --- = 2,00) 


=x,(0) = 0 (3—8) 
现在 取 满 足下 列 关系 
Хр Ж; 
X 2 = Ху Х| (3—9) 
Xaa = wx, = po 


的 # 个 变量 Хуру. Aa 作为 一 级 状态 变量 ， ji] Jy Е 《3 一 
7) Ж (3—8) 分 别 变 为 


УС) 二 机 1 十 而 ww 十 十 下 IN, T P.) (3—10) 

Setast ont ЛЕТЕН a,x = Н (3—11) 
把 上 列 两 个 方程 和 方程 (3 一 9; 结合 起 来 就 得 到 系统 的 状态 
方程 和 输出 方程 分 别 为 

X= AX + Ви (3—12) 

ЮСТА 
其 中 

一 17 一 
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х, | 0 0 1 0 d 
x 一 s A = : я 
[х,_ 1 | Q 0 0 0 1 
J | | 
ы м | dk Že- fee — Z, — 4, 
KE 
M" 
ЖОЕ 
(0 
、1 
CT = Cép бова 0 3 (3—13) 


这 就 是 系统 动 次 方程 的 能 控 标 准 形 。 仔细 驱 察 一 下 《3 一 13) 
起 ， 就 不 蕉 把 一 个 系统 的 传递 函数 直接 写成 能 簿 标准 形 ， 
H1 给 定 系 统 的 传递 函数 为 


сз 
i 27 + ds 6$ + 10 
试 写 出 它 的 能 控 标 准 形 . 

Ж ETONE PR: 最 高 次 项 的 系数 变 为 ] ， 为 此 用 
2 ЕТС 的 分 子 和 分 三 ， 得 


1) 
к + ж ер ` 


二 

了 上 3 
根据 (3 一 13) 式 ， 直 接 得 系统 的 能 控 标 准 形 为 
Ü 1 Ü Уа, | ' 0) 
-| 0 0 1 | | х, АЕ 0 | 


Ж 
д1 kash ag spala 01 
“ү 
3 11 | 
же i М 
оу, 
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很 容易 发 现 ， 这 里 得 到 的 结果 和 上 节 2.2 的 结果 有 相似 之 
д. ЖАРА З ВА, ХЕДЕР РЕВ ЯВ НЕС 
Rh ЖИ Т, EILE А Е В 2700-0177, 所 以 二 般 
不 叫 能 控 标 准 形 。 

5:2 能 观测 标准 形 

在 讨论 此 一 间 题 时 ， 为 一 般 化 起 见 ， 我 们 设 方 程 (3 一 1) 
中 的 m=n-1, Ш 
(3—14) 


E PH {ЖЕЛЕ А.Ж НҢ ЖЕ САК ТЕ ЖОШ 383: РЕ ГАЈ ГЕ 
ya PTU toe t а, 5 +a, y 
=b sU L tt AN (8—15) 
在 这 里 ， 建 议 读 者 复习 一 下 上 节 22 的 能 观测 标准 形 ， 我 
们 在 那里 讲 了 关于 选择 状态 变量 的 想法 。 根 据 类 做 的 想法 ， 并 
结合 现在 输入 尔 数 有 导数 的 情况 . 我 们 选择 下 列 s 个 变量 ， 


X, аы Е а Дева a F bar _ bn [s= 3) _ _.. 


— bg 
ш, =ч ЕЕ g yun + er а) У — pa _ bg” КЕ 
ы (3—16) 


E Ўн а, y = рй 
Xa = y 
作为 一 组 状态 变量 。 对 上 面 * RW RI, 并 利用 方程 
(3 一 15) (建议 读者 写 出 演算 步 又 )， 则 得 系统 的 状态 方程 为 


җү= dat P.H 
ER Nt P, - # 03—17) 
ар ааа E 


R. = Xp- A X,t Ё, 
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而 输出 方程 为 


J = x, (3—18) 
АЖЕ 50735 
‚б, С Ü) 0 0 0 一 Z, ПЕ ` 
x Jı 0 O 0-а |х. | 
х, о 1 O Ü а, || x, 
| | x i ! : 
X 10 0 0 0-а, И 
е “0 Ü 0 1 – 2, 3 
‚ф, 
| 
be 
[ш (3—19) 
P, 
ó, 


у= (0 0--0 13: : (3—20) 


这 就 是 系统 动态 方程 的 能 观测 标准 形 。 污 者 可 以 把 它 与 能 控 标 
EE (3—12) 、 (3 一 13》 上 比较 一 下 ， 注 意 它们 之 间 的 联 
系 ， 这 个 问题 以 后 我 们 还 要 讨论 。 

例 2 给 定 系统 的 传递 函数 为 


+8 
тта 
求 它 的 能 观测 标准 形 。 
解 ” 若 和 用 方程 (3 —19) 9103—20), НЕЩА] №, = 0, 
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则 得 系统 的 能 观测 标准 形 为 


E | Ü 0 = 3 | | С 3 [ 
жа. =) `] 0 —2 Xa |+ 7 Ой 
Ха 2 | 0 1 = | ху] 0 | 
ү 
тте ж] 
Xs 


55 对 角 标 准 形 

上 面 讲 的 两 种 标准 形 都 是 直接 根据 传递 函数 求 动态 方程 
此 外 ， 把 传递 函数 展 成 部 分 分 式 也 是 求 动态 方程 常用 的 方法 ， 

HERRA A MARA, КЕННЕН НАЗЫН, 
19 2) BU БК ЖОЕ КЕ А ЖАГА ER. MERHER 
Ж. HEB АЈ I EKRA 


ЯО G) п, HADA 
D (G) = (s— t) G — s) =: (s — s,) 


在 此 情况 下 ， 则 工人 (可 以 展 成 如 下 的 部 分 分 式 ， 


TO = 一 二 一 圭一 全 一 二 二 一 (3—21) 
_ 3, ез, 5—3 
其 中 
¿= hm u- Ti), i= 1,2, Е (3—22) 
5—5; 
RIT (OTRA s: МЕНЕ SK, sk 
=. NG)  ;=1.2,.... НЕ 
ару 1,2,5, (3—23) 
TE РА ЖОЕ Ж, TERRA уо) 的 拉 氏 变换 为 


Me тюсте > БАШЧЫ eT rr ге сач. Ц a PP: i с Ы Ы THU.. 
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了 一 


Y (у= Tu = У; “a (a) (3—24) 
i=] i 


在 上 式 中 ， 置 
НАТ) 


N (s) = ктш. к= 1,2,5, й (3—25) 


WAE G-r. 得 
yX (sy — s X O gir) 
对 虐 趟 两 边 求 拉 氏 逆 变换 ， 并 设 x (0) = 0, 39 
m p A ss 8, z= 1,2, ---, л 
或 
X = sx, + z, z=1,2, 8 н (3—25) 


现 将 (3—25) АЖА (29—24) 式 ， 有 


Y (3) - У e, X, ($) 


对 上 式 两 边 求 拉 氏 闭 变 换 ， 得 


J (fy) = > CX; (9—27) 
根据 (3—26 ЯП (3—27) 两 式 ， 分 别 得 状态 方程 和 输出 方 
程 为 
(wl in O тат 
"° - и. ° е Р; ОШ 828) 
И 0 i ғ, 1 x, | 1 / 
(| 
PGD = (e асе ed) | (3 一 29) 
H 
= ¿o 
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ТЕЗ РР ЖЕЕ АН, RETEA ЖОН ИЕМ АЕР: Xš f 
线 上 各 个 元 是 它 的 特征 值 ， 也 就 是 传递 函数 的 极点 值 。 
ВЗ ЖИНЕЛ Ы 


_ 25+ 1 
Ten = 5 十 了 792 十 147 十 8 
试 求 其 动态 方程 ， 使 系数 矩阵 为 对 角 标 准 形 。 
Tess 27 + 1 г E: Ф‹ 


站 
бг Ту Ств 2) +A 了 +1 3 了 十 т +4 


HESH, t= = f, 一 = t = — à, 利用 从 式 ( 3 一 -23)， 
可 求 出 


2+1 | 


2 二 
一 :一 fr +T + 1s+ B) | 


= zy+l __ —2+l1 1 

3s + läst l4 |s- 3—14+14 7 3 
=. 2 +1 __ -4+1 _ Š 
ЕТА | 12 一 28+1d 2 


2y+1 


„2 с ЧИШ 28+] 7 
агт 45214 


оса 48-56114 б. 
根据 方程 (3 一 28) Ж (3—29) ， 得 状态 方程 和 输出 方程 分 


别 为 
Ж | | -1 0 0 8 1 š 
p = g =й 0 . x til х 
хуг À 0 0 —4 1 x, ) 


x" лт сачы ` xm. 


wapi > pA .ET po Ts А = ФАН t - Fp mau - 
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5-4 若 当 标准 形 
当 传 递 函数 有 高 阶 极点 时 ， 即 其 分 一 有 重 根 时 ， 它 的 部 分 
分 式 展 开 式 比 《3 一 21) AEZ., HRR ITA. ЖЫ S E 
见 ， 设 具有 一 个 生根 次数 为 + ， 至 于 有 多 个 重 根 的 情况 ， 完 
全 可 以 黑 样 处 理 . 
É T (s) НЕР ts) 可 分 解 为 
D (sy = Cs 5) (р) rt (s — $,) 
RME r 个 根 取 作 重 根 ， 这 并 不 兴 一 般 性 ， 因 为 总 可 以 先 计 
算 完 了 重 和 要， 再 计算 单 根 。 而 在 这 种 情况 下 ， 人 传递 戎 数 的 部 分 
分 式 展开 式 为 
Е = 


Ё Ёз Сү 
2 эё с 十 一 -一 一 一 -一 + +... F 一 一. 
(т— |) (r — 了 ($ — r 


Сре; а ба en 
(з=) N Ca са 


Я е ТАТЕ 
а im у (ЛУТ) 


(z= l, Z, r) (3—31) 


其 余 的 系数 接 公 式 (3—22) 或 (3 一 23) HA., RiR RA 
Же Ж. ati H е ҖЕ ЧУ FG 3: 16 


r 


Yo =a- У -5-#0 (3—82) 


i=l А =r ] T 
ТЕ ЕК ЖЖ 
X,G) = -二 (Zes ое РУ (9==53) 
хое 0. аскеза Oman 
-一 ?4 — 
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ДИА (3—33) Ан 


Хр) = s _ 
F 7—4 
sX CDS AX Or) (з) 
BARRER, FPR 


Хе Sr tg (3—35) 


N. Cr) = #69 O 1 


' (=) рс) у! 


= — XGI G= 1,2,6, 1) 


了 一 了 
SX ED = RAD = Xa Gs) 
Auh ЛЕН, JF42 20145 


Ce ы (2= 1,9,6, f — 1) (3—36) 
同 理 ， 从 (3 一 34) 中 可 推出 

Xk = ЛЫМ, T+ # (Ë =r+41,r F2, 5, B) (3—37) 
将 方程 【3 一 35) 、 (3—36) 和 (3 一 37) 合并 起 来 ， 得 系 
统 的 状态 方程 为 

СХ. | {+ 1 ооо НЕ 

s: раб 0 о Q Ü х; 

ara |。 00…5 1 O Ü | as 

х, E O ü к Ü () E 

x | !0 0 0 0 0 sea U Ü || Xr 

ИННИ 

ҳо + “б g Š 0 0 0 з, 

= a 


neeme =. -A En rr K "x аж. да“ тшй, + A an m= aA Tim an 
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| š (3—38) 


将 方程 (3—33), (3—34) 代入 方程 〈3 一 32》 . WAM 
拉 氏 逆 变 换 ， 得 输出 方程 为 
ОЁ) = Er, ert Er + 6 XK 
| i 
Ха 


= LE, Ср frp "tn 


| 
| 
| 
х, | (3—39) 
| 
x 


在 状态 方程 《3 一 38) 中 的 系数 矩阵 称 为 若 当 标 准 形 。 其 
特征 是 ， 除 主 对 角 线 上 的 元 壳 可 到 任意 值 及 肾 马 主 对 和 角 线 土 的 
元 素 可 为 1 外， 其余 元 素 都 等 于 0 。 当 传递 函数 只 有 简单 极点 
时 ， 状 态 方 程 的 系数 筷 阵 必 为 对 角 阵 ， 当 传递 国 数 有 高 阶 极 点 
时 ， 系 数 矩 阵 必 为 若 当 标准 阵 。 这 种 涪 法 无 论 对 于 实数 极点 还 
是 复数 极点 都 是 成 立 的 。 关 于 若 当 标 准 形 在 下 章 第 二 节 还 要 讨 
论 。 

а 系统 的 传递 函数 为 


аа ж 
j + {+ ]8: + 12 


— 06 — 
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09 


ЖНЖ, ЕНИР PAYEJE, 
Ж 将 7( 的 分 母 分 解 办 式 ， 然 后 民 记 部分 分 式 ， 得 由 


4" + 175+ 16 
r= G+ (+3) 


Cu =. JT F Ey 
+2 (т-+2) r+ 3 


пала се н 


(3—40) 


ЕЕ lim (y + 2)°T (s) 
= lim Ат +172+16 _ 一 0 
ў--2 + 3 
£a = Вт -E G +2уТ(з)} 


了 一 一 也 


а d Í 45+ 175; +16 | 
了 一 一 ds | +3 


d f 1 ]= 
lim 7: 145 +5 + 5 3 


利用 公式 《3 —22) 可 算出 
= lim (+H TG = 1 


可 以 看 出 ， 计 算是 比较 麻烦 的 ， 介 绍 一 个 简单 的 算法 ， 
鉴于 〈3 一 40) 是 恒等式 ，s 为 任何 值 时 方程 两 过 都 相等 ， 我 
们 用 з RHE (3 一 40》 的 两 边 ， 并 求 当 xy 一 co 肘 方 程 两 边 的 
极限 值 ， 得 

4 =c, + z, 
即 
ёё = Ü — б, 
因此 在 算出 c,= 夺 后 ， 就 可 求 得 5 =4-1= 3。 | 
求 出 ¿o сы, a 的 值 之 后 ， 利 用 方程 (3 一 38) 和 《3 一 


з rT bp аар са. x kk "qm. a OEE a hia Ahe rr sm tta sm = 
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39) 则 可 和 写 出 所 需 的 动态 方程 为 
ET — 2 1 Ü 
ža | 0 -3 0 
з, A Ü 0 -3 
| x, 
P= —2 3 17 a 
ху 
从 以 上 的 讨论 订 知 ， 报 据 系 统 的 传递 函数 求 系统 的 动态 方 
程 主要 有 了 两 种 方法 ， 一 种 是 由 传递 函数 利用 公式 直接 写 出 动态 
方程 ， 我 们 讲 了 其 中 常用 的 能 控 标 准 形 与 能 观测 标准 形 两 种 ， 
并 一 种 方法 是 把 传递 函数 展 威 部 分 分 式 ， 利 用 典型 变量 作为 状 
态 变 量 写 出 动态 方程 ， 这 时 的 系数 惩 阵 必 为 对 角 阵 或 若 当 标准 
阵 ， 前 一 种 方法 计算 量 小 ， 是 其 优点 。 后 一 种 方法 上 要 计算 传 
递 函 数 的 级 点 以 发 展开 式 的 系数 ， 计 算 重 大 是 其 缺点 。 但 是 ， 
它 能 清楚 地 揭示 出 系统 的 性 质 ， 如 特征 值 ， 是 其 优点 。 至 于 究 
兹 应 该 用 那 种 标准 形 ， 往 往 得 视 具体 情况 而 定 ， 
在 结束 本 节 之 前 ， 有 两 个 问题 需要 说 明 ， 
(1) 当 情 弟 孙 数 的 分 子 分 母 有 相间 的 次 数 (m= л) 时 ， 
要 写 它 对 应 的 状态 方程 ， 应 先 把 传递 画 数 化 简 ， 馈 分 子 的 次 数 
变 为 -1)， 熬 后 使 用 上 述 的 方法 ， 并 在 输出 方程 上 加 一 项 
auti), И a 是 包含 在 传递 画 数 里 的 常数 项 。 举 例 说 明 如 
Т. | 
5 ЖЯ У 


Аз +95: +147623 
2 452 +6r+ 10 


T OG) = 


试 求 它 的 能 控 标准 形 ， 
解 Т (1) 约 篇 ， 得 


Y (л) к r' 2 3 


и я (s) 2s + 450+ 67 + 10 


— 28 = 
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与 以 前 讲 过 的 情况 比较 ， 这 里 的 传递 画 数 多 了 一 个 常数 项 。 用 
исэ ЕСКЙ, ж 


YO) = 200) 人 +25+3 gey 


2 + ds +67 +10 
由 此 看 出 ， 输 出 函数 (9 是 由 两 部 分 组 成 的 ,一 是 24(1), 一 是 
+З ls) 所 对 应 的 原 函 数 。 换 名 话说 ， 只 要 后 者 


25%+ 43° + 6r+ 10 


所 对 应 的 状态 唯一 地 确定 了 ， yG) 也 就 唯一 地 确定 了 。 Ps 
我 们 只 要 根据 传递 函数 的 严格 真 分 式 部 分 
5+ 023+ 3 
2%+ 4567 +10 
写 出 状态 方程 ， 然 后 在 输出 方程 上 加 一 项 220 就 行 了 ， 这 样 
就 得 到 系统 的 状态 方程 为 〈 见 本 节 例 工 ) 


aaf o 1 Ofa) уо 
s [> 0 0 || +0 |ж | 
“Ху а 5. 一 3 一 2 а) 1 


输出 方程 为 


М 
_[з , 1 
= [3 1 JAE 


х, ) 

(2 》 在 本 节 中 讨论 的 问题 ， 即 给 出 系统 的 传递 通 数 去 找 
系统 的 动态 方程 ， 使 其 对 应 的 传递 函数 与 给 出 的 相等 ， 这 叫做 
实现 问题 ， 因 为 有 了 动态 方程 之 后 ， 我 们 就 能 使 用 积分 器 具体 
地 把 系统 “实现 ” 出来， 自然 产生 一 个 问题 ; 实现 一 个 具体 的 
系统 论 竟 需要 多 少 个 积分 器 ， 又 最 少 需要 多 少 沾 积分 器 ? 或 者 
说 ， 动 玫 方 程 欧 沦 数 最 低 是 多 少 ?在 所 有 的 可 能 实现 中 ， ЕЙ 
数 最 低 的 叫 最 小 实现 。 如 果 一 个 系统 其 运动 方程 是 一 个 ИЙ 
分 方程 ， 则 其 最 小 实现 的 阶 数 为 。 在 本 节 中 讨论 的 四 种 实现 
都 属于 最 小 实现 ， 册 此 可 知 ， 一 个 系统 的 最 小 实现 也 是 无 穷 多 


— Fj m 


м яа. КАНГ (= uji == ! а Да 24 > hua рл qr i um рр рл ар. ыз база =, "T с. оң сынна m ЧЫЫР ' -. q А7 — ЫРДА ` 1-7 e - 
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的 ， 而 要 一 般 地 解决 实现 问题 当然 就 更 复杂 
下 一 节 我 们 就 要 讨论 本 节 的 反问 题 ， 即 给 出 系统 的 动态 方 
{ек жЕ АФ, 


第 四 节 ”由 状态 方程 求 传递 函数 


大 家 知道 ， 一 个 线性 定常 系统 既 可 用 传递 函数 描述 ， 也 可 
用 动态 方程 描述 ， 两 者 之 间 必 然 有 内 在 的 联系 。 上 一 节 讨 论 了 
以 传递 函数 求 动 态 方程 ， 现 在 我 们 要 讨论 从 动态 方程 求 传递 咕 
Ж. 为 此 ， 下 面 先 举 一 个 例子 
例 1 系统 的 动态 力 程 为 
| уут Хр x, + 28 
= 3x — Zx, + # 
=x + 4, 
求 系统 的 传递 函数 。 
E ”对 动态 方程 取 拉 氏 变 换 ， 可 得 
sA (y) x (0) = — XN (> — Х„( у + 2g (r 
A G) — x,(0) =3X, Gs) XG + g (s) 

Y s) = X D HAX, CI) | 
根据 传递 晒 数 的 定义， 初始 条 侍 应 为 零 ， 即 x (0) = х,(0) = 0, 
将 此 条 性 代入 上 述 方程 ， 经 过 简单 整理 ， 便 得 

(r+ 1) X С) + XC) = 28 (82 

—3X + G+ 2) Х.б) = a Cr) 

Y G) = X, (zy +4Х ‚(ту 
Fo ВЕ Kak IERE СОХ, о), HERS, 
但 似 使 用 矩阵 较为 简捷 .， SE E E T b аы = 
ШРШ: | 


EO e 
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X, Cr) 
Ye = Ct 47| | (4—2) 
š Х,(2) 


从 方程 (4—1) 得 ` 


X (r) +1 1 уг гё | 
ЧЫИ ‚2 [je (4 一 3 
把 方程 (4—3) 代入 {4 一 2) ， 得 
+1 1 NN-ir2 
YG)=C1 оГ | | Jaco (4—4) 
-3 1-2 1 


ПЯ — FRERE, ARA FEBS q. R 
REA ENH ШЫ EREA.: | 


7-6, 29678) 
y=[1 aaf) 
对 上 面 的 方程 取 幸 氏 变 换 ， 并 考虑 到 初始 条 件 为 零 ， 得 
ZOTE ТЇК]. [о er 


sA ÚS) 3 -21X G) 1 
X GO) | 
Yoza аз{у е, (4—6) 
2 . 


因为 | | 
Fol lo seol ee 


KJE (4—5) 得 
f ЕГА korre. 


pi 1. 1:2)- 2) 
-3 7+ 220Х;(0) 由 


- 


一 3t — 


= ТЫРЫШЫР rr П 
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XD s+1 1 “к? 

Ge | -3 3] N 
把 上 式 代 六 方程 (4—6), EF 

s+1 1 r2 

Ү()=Г1 о, МА (po an 
这 和 方程 {4 一 4) 完全 一 样 。 因 为 

ЮЕ 1 ЕС 1 |22 71) 

-3 +9) бъ +5 | 3 54l 
将 它 伐 六 方程 《4 一 了 ) ЗАНЕ РАЗЫ 


Y Сту 下 1 r + 2 — 1 2 
# (s) (1 43 тте тре 3 1] 


1 


L 2(1+2) —1 
ЕГИ „ке 
1 


= “үзүр 027 +310107) 


6*+ 31 
355 
把 这 个 例题 的 解法 用 于 一 般 系 统 的 动态 方程 ， 就 得 到 计算 
系统 传递 函数 的 公式 . 
11 求 传递 函数 的 公式 
现在 研究 单 输入 单 输出 的 系统 ， 设 其 动态 方程 为 
Х = АХ + Ва (4—8) 
у= СУХ + [я (1—9) 
式 中 的 是 * 维 状态 向 量 ，2 和 .9 分 别 是 输入 和 输出 函数 ， 
人 4 是 xxt# 的 系数 托 阵 ， 耻 是 wx 1 的 控制 矩阵 ，C" 是 1 x # 的 输出 
和 矩阵， 呈 是 1x1 的 传递 符 阵 ， 在 这 里 实际 上 是 个 数量 ， 
在 求 系 统 的 传递 函数 时 ， 报 据 定 义 ， 我 们 总 候 讽 相应 变量 
的 初始 条 忻 为 等 ， 如 无 必要 ， 今 后 不 再 说 明 ， | 
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对 方程 (4 一 8) 和 (4—9) RE lk, 9) 

rX (y) = AX CG) + Bz OG) 4—10) 

Y (> = СҮХ (Р) + Dais) (4—11) 
从 方程 (4—10) 有 

rX (zy — AX (ғ) = [+I — АХ (s) = Bg (e) 
ЗЕ РАН Gi- А207, 48 

X (G) =s- A Bals) {4—12} 
EPI Жел Pt EER, 5004—12) АЗСА —11), 
ШЕ, 

Y (y = Сте Aj Bei + Dg (+) 
H аш: Z S S ЯНА. 


Т(у = 6) Ctesi- ADB + D (4—13) 
# Ür) 


щ D = 0 М, 得 请 用 的 公式; 
Tip) = CIT rl — A27'B (4—14) 
{2 ЕАК ДАЛ ЖЕЛ 
| Ü 1 Ü ү x; | | Ü 
| 


йул 


| | 9 1. 103 0 
ый (} 0 | 0 
| к^з» = Sa 1 


— 33 — 


ra 


ЕА mp: m. in haa y e Ea rn кч 
Jemu Bp Tr ато эе ` ш чке Е 
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ж = 0 ү? 
CGI- Аз =l o =i 
з 5+2 
-Aji -AJ 
PEI- A) 
232733 了 十 了 1) 


= рт -5 (7+2) 3 | 
-Bs —(3s+5) s 
HPD- ARER - Ai 的 行列 式 
adj [Cl АЗЕ ВЕСУ - АПТЕ EB SE КЕ. 
лла мл 
кез s+2 À ` 


Ü 
Я ЗЫНК К: cn 
М Bs -3-5 5 1 


T) = 


з и ет, 


s4243 
Оду“ + 4st 6:10 

在 计算 过 程 中 发 现 ， 由 于 矩阵 BT = [0 0 1], 只 要 算出 道 
SEDE GI- A 的 景 后 一 列 就 够 了 ,这 样 可 节省 计算 量 ， 

4.2 ”能 控 标准 形 与 能 观 洲 标准 形 的 关系 | 

Ек — Н, ЖАЯУ ТЕ ОА ВС ИЕ ЯЕ ВЈ 50 
态 方 程 琢 为 能 控 标 准 形 ， 又 可 表 为 能 观测 标准 形 。 不 言 而 喻 ， 
这 两 种 标准 形 之 亲 必 有 关系 。 把 丙种 标准 形 拿 来 一 比较 ， 如 会 
发 现 ， 能 控 标 准 形 的 系数 矩阵 4c, 控制 矩阵 Be， 输出 矩阵 Ce 分 
别 与 能 观测 标准 形 的 系数 年 阵 4o, 输出 矩阵 C9; 控制 矩阵 B, E 
为 转 置 ， 即 
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Аг = Ao | н. 
BI=C5, В В.-С, (4—15) 
(СТ = В,, ED Ce = Bo 
事实 上 ， 利 用 计算 传递 函数 的 公式 (4 一 14) 可 以 证 明 ， 
任何 两 组 动态 方程 ， 它 们 之 间 如 存在 由 等 式 《4 一 15) 表明 的 
关系 ， 则 它们 有 相同 的 传递 函数 表达 式 。 现在 来 证 明 这 一 论 
Br. 
根据 求 转 置 矩阵 的 运算 法 则 ， 有 有 
CABCYT = CTR АТ 
[A + BOT = (AT + BIY -I 
利用 上 述 法 则 ， 求 方程 (4 IDRIS, HFFA (4 一 
14) 两 端 都 是 * 的 数量 函数 ， 所 以 它 的 转 署 同 自 己 本 身 相 等 ， 
因此 有 
CT gsi АВ = {CTCE А ВҮТ = BT Cl- ATC 
上 式 所 表明 的 意义 是 ， 如 果 两 组 动态 方程 它们 的 系数 握 阵 互 为 
转 置 ， 输 出 拭 阵 与 控制 矩阵 互 为 转 置 ， 则 它们 具有 相间 的 传递 


ВА ЎЎ, 
Из ЖИ? 中 ， 己 给 出 
0 1 0 0 
Ac=] 6: © I| = 1 
0-5 -3 -2 \1 
(1 
更 来 求 其 相应 矩阵 分 别 为 
0 0 -5 2 
аа) 0-3 Bo =Ce=sl 1 |, 
Ü 1 22, 1 
2 
Co=B:=(0 01) 


Co mm -.-. .. 1. аа et e aa tr ER eae А ийе 
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的 动态 方程 所 代表 的 传 吕 函数 。 
Ñt ”将 矩阵 Ао. Во, Со 代入 公式 (4 一 14) ， 


AN 

| 2 

Т) =С0 015 5 1 
| =] s +, 工 

| ` 


3 

р 

_ [0 0 13 Д | | 
十 257 寺 38 二 51 

1 Í £” 2 кз 

2 


_ CY s os’ 
+2435 


(3) 
2 
1 
1 
= 2 
=. Casas _ 
27+ 456545 
Ж. [л] 2 ЖАНИ Ж» p e, T 3R 3834, ДЕЕ ЛАНЫШ 
测 标 准 形 与 对 角 标 准 形 或 者 当 标 准 形 也 是 可 以 互相 变换 的 ， 在 
这 里 就 不 详 述 了 ， 


第 五 闻 状态 变量 图 


ЖЕТЕ, НА К, ЖОЗЕ КЕК 
系统 各 环节 之 间 的 关系 。 在 现代 控制 理论 里 ， 多 使 用 状态 变 
重 ， 常 以 状态 变量 图 来 表示 系统 各 状态 变量 之 间 的 关系 。 状态 
变量 图 又 称 为 模 投 机 排 题 图 。 这 种 图 为 系统 提供 了 一 种 物理 图 
象 ， 有 助 于 加 深 对 状态 空间 概念 的 理解 ， 
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5.1 作 图 法 
一 张 状态 变量 图 是 由 积分 器 、 求 和 器 和 放大 器 三 种 元 件 组 
成 的 。 分 别 概述 如 下 .， 
积分 器 它 的 功能 是 将 输入 本 数 进 行 积分 ， 常 用 的 符号 如 
图 1 一 3 所 示 。 _ 
在 模拟 一 个 实际 系统 时 ， 一 般 不 用 微分 器 ， 因 为 高 频 腊 音 
经 过 微分 后 振幅 大 大 增强 ， 会 造成 严重 的 失真 。 
RAS ” 它 的 功能 是 求 出 输入 的 代数 和 ， 常 用 的 符号 如 图 
1 一 4 所 示 。 图 上 符号 表示 的 关系 式 为 
Мр Ж. у 
HAE ЫНЧЫ RB ES 382 PS СА ЗНАЕ АСТ, AR 
ЕЕ 1 一 5 所 东 。 图 上 宕 示 的 关系 式 为 
x, = Ёх, 
利用 上 述 三 种 元 件 就 能 表示 状态 变量 间 的 各 种 关系 。 例 如 
图 1 一 5 就 表示 


党 二 —х+#й 


Fi x, Xi х: 


图 1 一 5 


аа ТЧ E ` ` p олла. л 二 
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掌握 了 上 述 三 种 元 性 的 功能 ， 绘 制 系 统 的 状态 变量 图 并 不 
Ж. 步骤 如 下 ， 厦 有 多 少 个 状态 变量 ， 就 在 适当 位 置 二 画 出 多 
消 个 积分 器 ; 每 个 积分 器 的 输 下 必然 表示 一 个 状态 变量 ， 在 上 
面 注 册 相 应 状态 变量 的 符号 ; 下 一 步 就 可 根据 具体 的 状态 方程 
和 输出 方程 照 图 1 一 6 那样 曾 上 求 和 内 和 放大 器 就 行 了 ， 

例 1 系统 的 动态 方程 为 | 

X | = >x, 
х, = х; 
х,= — bx — ЗХ, -- Zx; + # 
=x + x, 
IBN Ж SK BSD: Б АР ИКЕ, 

E ”状态 变量 一 共 3 个 ， 在 图 上 根 应 位 置 画 出 3 个 积分 
器 ， 在 积分 器 的 输入 端 和 输出 端 土 相 许 地 写 出 状态 变量 及 其 寻 
数 的 符号 tnat 和 х. хохо АБИ ЕКА 分别 
为 2、3、6 的 放大 器 与 两 个 求 和 器 ， 根 据 状 态 方 各 和 输出 方 
程 把 这 些 元 忻 连 结 起 来 就 得 到 如 图 1 一 7 所 示 的 状态 变量 图 ， 


图 1 一 7 


有 了 状态 变量 图 ， 反 过 来 也 容易 写 出 系统 的 动态 方程 。 图 
鞋 有 多 少 个 积分 器 就 能 写 出 多 少 个 方程 ， 有 和 多少 个 输出 务 数 就 
能 写 出 多 少 个 输出 方程 。 先 看 积分 器 的 输入 端 ， 求 出 每 个 积分 
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器 的 引 向 输入 端的 各 个 变量 的 代数 和 ， 令 它 等 于 这 个 积分 器 所 
对 应 的 状态 变量 的 导数 ， 这 样 就 能 把 每 单个 状态 方程 写 出 来 ， 
在 图 1 一 ?7 上 引 辣 右边 积分 器 输入 端的 变量 只 有 xs:， 令 它 等 于 
žo MID E 
о AEX, 
B| | ЛУ RA REER A x,， 令 它 等 于 x,， 就 得 方程 
二 xs 
引 向 左边 积分 器 输入 端的 变 最 共 主 四 个 ， 即 z.6x,.3x, 和 2xw 
根据 求 和 器 上 的 符号 求 出 它们 的 代数 和 为 人 2- Вх, – Зх, 2), 
令 它 等 于 x,， 就 得 方程 
X = — 6x- 3x- 2 
写 输出 方程 的 道理 相同 ， 熟 练 以 后 ， 在 积分 器 输入 端 上 就 不 
写 出 状态 变量 的 导数 符号 了 ， 图 形 更 加 清楚 ， 
5:2 由 传递 函数 作 状 态 变 量 图 
给 定 出 系统 的 传递 函数 ， 不 必 把 它 变 成 动态 方程 就 可 直接 
作出 状态 变量 图 ， 而 且 有 好 几 种 方法 。 举 例 说 明 其 中 之 一 ， 
例 2 系统 的 传递 画 数 为 


Үс) _ 2r + r+ 7 | — 
“(D 3 二 5 二 4 ы 
ш НУХ ЛЕ РЧ. 


解 ” 因 为 限定 使 用 积分 器 ， 用 分 母 中 的 最 高 次 项 :去 除 分 
式 的 上 下 两 方 ， 得 


Үз) 2 

#(з) 137705571 47 o > 
П ЛЕ 5 (1), ДЕЗЕ ЕУ 

pe (5—3) 


1+37'!+ 5 2 + A£" 


(8383.1, Хш] ZO 与 那里 引进 的 X, G 存在 关系 
AZO =K OÐ . Ж-Е, AE (5 一 2) WASA 


rr э. ma i . .. . -m pr ... 
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Ү (з) = rlr HOZ (Б—4) 
从 方程 《5 一 3》 可 得 | 

(1+3 +557 + 4977) (s) = s (s) 
或 

Z (ry (у ЗОР De 一 4 Z (y (5—5) 
НШ ЗЕ ЗЕБ s 对 应 于 原画 数 求 一 次 导数 (初始 条 件 已 假 
ESTP , РЫ ПИ; 2б) Z ЖУТА R ЗУР 
别 为 状态 变量 x,、x; 和 х,, M 

AFN, 


ат ху 


2, = z (t) 


并 根据 方程 (5—4) 和 《5 一 5) 就 可 作出 状态 变量 图 上 一 
8 。 根 据 这 个 状态 变量 图 反 过 来 本 以 写 出 动态 方程 为 

£, = x, 

R, = К, 

g |= — Íx — bx; — 3х, + g 


у= 7х + x, + 2x, 
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把 它 写成 矩阵 形式 ， 得 


“А, Ë () 1 Ü 
“| 0 01 


y=[7 1 23 ч 


үүх, -0 
ыб si 


这 就 是 我 们 在 3 1 讲 过 的 能 控 标 准 形 。 除 了 引进 状态 变 晤 图 
外 ,这 里 所 使 用 的 方法 和 所 得 出 的 结论 与 在 第 三 节 的 基本 一 到 


\ 
^+ 


PRT ”离散 系统 的 状态 方程 


离散 系统 是 指 其 输入 和 输出 防 数 的 定义 域 静 只 是 塌 数 的 系 
统 .或 者 说 , 输入 和 输出 函数 都 是 脉冲 序列 或 数字 序列 的 系统 。 
一 般 的 数字 计算 机 控制 系统 和 采样 系统 多 属 离 散 系 统 ， 
采样 系统 是 指 系 统 有 些 地 方 (不 一 定 在 输入 与 输出 ) 的 信 
号 是 脉冲 序列 或 数字 序列 的 系统 ， 由 于 这 两 种 系统 都 包含 序列 
信和 号， 分 析 方 法 雷同 ， 有 人 大 把 它们 混为一谈 ， 不 加 区 别 ， 
线性 定常 离散 系统 的 运动 方程 是 
PLETAITI +a y((&+zm— 1) Т) ъа, yite- DT] 
+ +a, УСЕ +1) Туна, УСЕТ 
= „ш (Ë+ т) T+ bal (ü +m — 1) Г] 
+. +Ë, аСТ) Ту + nu ETI nm (6—1) 
对 方程 《6 一 1) 两 边 取 变换 并 移 项 ， 得 系统 的 传递 通 数 为 


Y (2) _ бх" tóg 4 e + Ë, ,- 5 + Ó, 


wle) атда, с 
根据 方程 (6—1) (6—2) WEG ERA AROR 

态 方程 和 输出 方程 为 
— 41 一 


-1e .. ri ч" сте: HAH а РЕШЕ Рыа зг. зб. Аа s = ` re onn K жас рда fe 9ана реба CMAS аш сы E лч A gS “ще ЗЕ 
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Xr(&+1) T3= AXT) + Bg (RT) (6—3) 

ITY = CX(&ST) + Dz (Ë T) 
其 中 А,В,С РД НЧА НЕ, 写 这 些 方程 所 用 的 
J 351 WE eb isa de k — F, АЧЕЙ R Т. RETA T bi P) W 
明 、 为 简单 起 见 ， 在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 用 符号 y (Ly. s) 
Жад (ЁТ), sT), 

йі 离散 系统 的 运动 方程 是 差分 方程 ， 

УСЕ 3)+2y(&8+2)+5(8+ D +69) =k 

试 写 册 系统 的 离散 状态 方程 和 输出 方程 ， 
解 ” 取 下 列 变 量 

x CA) = у(Ё) 

x, (R = x (&+1) = y(& + 1) 

x, (Ë) =, (ё) = y(& + 2) 
力 一 组 效 态 变量 ， 根 据 原 方 称 由 此 可 得 系统 的 离散 状态 方程 为 

x (Ë + 1} = х,(Ё) 

x, (Ë + 1) = x (k) 

x lk +1) = — 6x, (Ë) — 5х,(Ё) 一 2x, (k) + 2 
和 输出 方程 

УС) = x, (&) 
S ОР РЕ дА, ВНР 


0 1 O` 0 
А=! 0 0 1, B-lo, 
\-6 -5 -2. La 


G e ДЕЛЛЕ D= 0 
H2 设 系 统 的 运动 方程 为 
PEt 2) + YCE+1) +3у(Ё) = #(& +1) 2x(k) 
输出 为 70). 试 写 出 其 状态 方程 和 输出 方程 ， 
E ETSE 
x (8) = y Ck) 


== 5 = p — 
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x,(Ë8) = x 4 1) ~ g (Ë) 
为 一 组 状态 变量 ， 把 土 述 两 个 关系 趟 代入 原 差分 方程 ， 得 系统 
的 状态 方程 为 
x (& + 1) = wk) + g (Ë) 
x,(& + 1) = —3х,(А) — 5х,(Ё) 一 32 (Ë) 
输出 方程 为 
(8) = x (£) 
ЖЕЕ аА, RI А 
rx (£ + 1) 0 17гх, (8) 
|+ м Ë B 3 Е л. + M. 7 
x (Ë) 
А, рь, 


有 时 必须 把 连续 时 间 的 状态 方程 变换 为 离散 时 间 的 状态 方 
程 ， 这 个 问题 留待 第 二 章 解 决 ， 


第 七 节 多 输入 多 输出 系统 的 状态 方程 


到 现在 为 止 ， 我 们 研究 的 系统 全 是 单 输入 单 输出 的 系统 ， 
但 很 多 系统 是 多 输入 和 和 包 输出 的 。 图 1 一 9 所 示 是 一 个 具有 m 
个 输入 ж, xe W АШ У. „зз, НАЖ. ДР 


图 1 一 9 
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Xan X. 表示 状态 变量 。 这 种 系统 的 运动 方程 一 般 是 如 下 
的 微分 方程 组 | | 
х= 4,00) A + а(х, b. (Pu, 
+ (уй, + + AR (zu, 
a= 4, (x. t 2, (Px, + з +a, (Lx, + b. (Гун, 
+2, Сн +. + He 
(7—1) 
PETE ds CH) Xs Fe as (fx, + Ё, GH) z, 
+ 06, (lu, + + b. (tz, 
ШЕН Jy ЖЕ JE Rl F АЈ 8 
у= с, x tex е Tee (х, + d. (0) 8, 
td Wt 
БААЛО ОЕА ht) x + d, (Pg, 
十 本 的 着 十 二 本 
(7—2) 
= с) х + epla, F ce + г} x, + "PNO EA 
+ d. (hD zm, + - + di (tu, 
处 理 这 类 问题 宜 于 采用 向 量 和 矩阵。 现 分 别 引 入 状态 向 量 
А, WAHE: ВНУ, ЕЕС), ИНЕ ВО), 


НЕРЕСТ ЕНВЕР (z) 31 F 
> j | Ж | Я. 
| 
Х = С L Y= a |) “= й (7—3) 
x, | n #, 


A= EFF To es В = гё, (D 2... 
C = [e (t) is D = Cd (CH., 
就 可 将 方程 (7—1) 和 (7 一 -2) 写成 矩阵 形式 ， 


Х= АХ Вб)а (7—4) 
у= C (DX + D(t#ryzg iT-—5) 
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方程 《7 一 4) 是 系统 的 状态 方程 ， (7 一 5) 是 输出 方 
程 。 与 单 输入 单 输出 系统 比较 ， 可 以 看 出 ， 除 了 向 量 与 扎 距 的 
维 数 不 同 外 ， 方 程 的 形式 是 完全 一 样 的 。 这 也 是 用 状态 变 基 法 ， 
的 优点 之 一 ， 

上 土 述 方程 可 以 用 方块 图 1 一 10 宕 示 ， 图 上 的 双 和 能 涉 表 示 酝 
НЕ SEHK, 


TERANE FAT D E ERA AAT REER 
研究 多 输入 多 输出 的 系统 ， 我 们 定义 第 个 输出 v 与 第 j 个 
输入 я, 之 间 的 传递 函数 为 


Y С) 


Ta G = — "ку 5 


(i= llyr і, 


}=1,2,-6, m) 2 (7—6) 

НРУ, G) 0935953838, u0 是 输入 шй) 的 拉 

氏 变换 。 需 要 指出 ， 在 定义 TCD) 时 ， 除 了 第 7 个 输入 s (D 
外 ， 其 余 输 入 一 律 假设 为 零 有 了 这 个 定义 ， 根 据 登 加 原理 ， 
第 了 个 输出 的 拉 氏 变换 就 可 借助 各 个 输入 的 拉 括 变换 表示 为 
Y Gs) = Ti (she G) + Tu CF) RCs) + + + T, (syz, С) 


= тин) ` (1—17) 
将 二 式 写 成 矩阵 形式 ， 得 7 
Ү() = T (s)a(s) (7—8) 


Т. ГОЧА, р-р 
下 ' = | mau. ПЕРЕ = DER | 
кы тыны а-а. 1. ауа отыз. 
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H F 


Y (s) ] B (+) 
Y) = 1.60) | йе чы | 
。 | | I 
zo P (у) 
f G) Ты Г (з) 
Tony 2. T, C) а (з) 


N F Cr) Ta (ғ) ТГ, Ep 


分 别称 为 变换 了 的 输出 向 量 ， 变 换 了 的 输入 向 量 和 传递 函数 拭 
РЕ, 

FAERIE iE H 2825 Jr 32 фе 28 Pa САН k: BU ala, АТ 
定常 系统 ， 方 程 (7 一 4) A (7— 5) 中 的 年 阵 都 是 常数 


PE, BB 

| X= АХ + Ве 《7 -一 9 》 
Y=CX + Ра 《7 —10) 

ЕЈ КАЕ А, 19 
íX G) = АХ (5) + Bais) 《7 —11) 
Y G) = GX G) + Dats) (7 —12) 


从 方程 《7 一 11) 解 出 
XUN = Tr A Bg (r) 
将 上 式 代 人 市 程 (7 一 12》 ， 则 可 得 系统 的 传递 矩阵 为 


Тоз = -сги—- ABD (7—13) 
2. ; # (т) 

щР=0Ю{, ARABA | 
Т(у = Соз1— A'B (7 一 14) 


把 它们 同 单 输入 单 输出 系统 的 公式 (4—13) 和 (4 一 14) 要 
Ш, зв, Е Ез Н. З Е, НВА е 


лъжа. шти imak, жа. . 


2 eo 
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矩阵 的 特殊 情 襄 而 已 。 
例 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 分 别 为 
кү=х,+й, 
X, = X, + 28, 一 #, 
z= ~ 6x,— lix,- Bx, + 28, 
BJ = x, х, 
J= 2x, + X, — х, 
求 系统 的 传递 阴 数 矩阵 ， 
解 ” 对 上 列 方程 两 端 取 拉 氏 变换 ， 并 移 项 得 
一 
和 一 人 
бХ, (D +11Х‚,(» + (+ XC) = 28,(5) 
Ү.С) = Х,() — Х,() 
Y,G) = 2K,Gs) + Х,(9) — ХС) 


® КЕБЕЮ, 45 
+ —1 Ü ` X, (s) | 
x 0 + —1 | X.) 
в 11 s+6/\X,0) 
1 0 
# (s) | | 
-| 2 -1 ри | (7—-15) 
0 2e | 
X (r) 
Y (3) 1 -1 at . 
ZEG i feol 
С) 2 1 1 Xn) 


从 方程 (7 一 15) 可 解 出 


X (s) r — 1 0 5 1⁄1 0 
| g Сї) 
0 s -1|])2 -1 | | 
6 0 


x | 
X), ` ]1 s+6) * 
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将 它 代 入 方程 (7 —16) ， 得 


e l 0 `. = 
Y (т) 1 —1 Ü гү 
| 1-{ j 0 r 一 | 
Y,Gr)>- 2 1 —- 127. 

6 11 r+5 


f -1 АТ АШ y + 5 1 1 
2 — Б (0+6) ғ: 


~"? Жыры | 
тб 119961 „6, —-ll-6 #) 
1 0 
шо) 
a ES] 
о) 
Ü 2 
1 


ji 622+ 11 +6 


[7272229 524+ 95 — 4 |] 
4492 十 565 二 52 —3;°— 17s — 145 ta, Cs) 


由 上 式 可 以 看 出 ， 系 统 的 传递 防 数 矩阵 为 

1 — y — 4: + 29 1+ 3 — 4 
+ 86з#+ 115 +6 P +56r+52 一 352 一 175 -~ ч. 
таа ЯК, БЕ (7—6) 的 定义 ， 不 难 知 道 其 中 
每 个 传递 沙 数 的 意义 ， 例 如 


032+ 35-4 
Таб) 5 F+ 117+ 6 


T (s> = 


就 是 当 z = 0 HF, ЖШ OAA у) 为 输出 的 传递 


函数 ， 
上 述 问 题 的 反问 题 ， 即 由 传递 琢 数 给 阵 求 动态 方程 的 问 


题 ， 比 较 复 杂 些 ， 解 也 不 唯一 ， 在 此 就 不 多 讲 了 ， 
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5] 题 


1 设 系 统 的 运动 方程 为 
#+7ў+12у= 24 
试 选 相 变 最 作为 状态 变量 ， 写 出 系统 的 状态 方程 ， 
2 WEM, HATAY 
хх=ў+у, ky 
作为 状态 变量 ， 写 出 系统 的 状态 方程 。 
з 设 系 统 的 运动 方 种 为 
JES + 4ў бу 90 
Ж СО 858, yO 是 输出 ， 试 选择 适当 的 状态 变量 将 它 写成 
(1) 能 控 标 准 形 
(2) 能 观测 标准 形 
4 ” 设 系统 的 运动 方程 沟 
5 +185 + 529 + 640y= 1600 + 6405 
试 求 系统 的 状态 方程 
5 ВАЯВ Ја ЈУ 
ӯ +59+ 9+ 2у= ý+ 28 
试 求 系统 的 状态 方程 。 
б 设 系统 的 运动 方程 为 
于 十 3 下 十 209 + y= ü + 26 + N 
输出 为 yO, БУНУ В, 
7 设 系 统 的 传递 函数 为 
se + 2+ 5 
3s3 + 652 + 9s+ 15 
试 写 出 它 的 能 控 标 准 形 和 能 观测 标准 形 。 
8 设 系 统 的 忧 递 函数 为 
s+ {2+ 5 
s* r 622 + 11246 
БЕЕН. 
9 设 系统 的 传递 函数 为 


Гез) = 


Гу = 
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"= + 6+ 
i р" a Ar 
试 写 出 它 的 奎 当 标准 形 . 
10 利用 第 7? 题 的 答案 求 系统 的 传递 阔 数 。 
11 利用 第 3 题 和 第 9 题 的 管 案 求 系统 的 尾 弟 函数， 
12 ВЖИ РОВ ЖУ 
292+ 7+2 
s+ dst + 37+ 5 
йй F ЙК ЛЕ Р, АЕК ЖЛЕ ШЕ EF H ti shar B. 
13 设 离散 系统 的 运动 方程 为 
y(h+2)+ 5y(h+ 1) + 2y(k)= ulk} 
HAH TI EA 
z (hy=y(hy, x,(Ë) = y(k+ 1) 
BP — H Ka 2, SH CAJ 25 y z. 
14 设 系 统 的 运动 方程 为 
y(k+3)- Зуба + 2) + туса + 1) + y(k) 
= цк + 2) онъ 1Y + utk) 
输出 为 ?Ce PK HIREA ENE, 
15 已 知 东 统 的 状态 方程 为 


$ ` É Ü ў “ K, ` f 1 = 
£. |=]! (J 一 3 g | x. ы = 5 á [J 


T'üsy = 


ETP o o -4jini | 5 -3/ 
输出 方程 为 
， Ск, | 
y, 1 1 зу, 
= | z 
pLi i a 
HUR Z N ER pa Se SR 55. 
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第 二 音 #F 2 kh ЕЕ 
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А 
xk (1)=m= (0) + 2 [хой = x (0) кахф)? = (1 + aty x (0) 


HECKER ох({}==(1+а4ух(‹40), RARE (1—2) £ 


Hiza H 
í (at): 
x (D =zx(0) + а fa taDdt-x(0) = (1+ + —22—ух(0) 
AEE ТЕШЕ PE пЗ 
хОу (] + zt + ep 小 一 {го L Yt 


z З 
-2 еу, “Dx (0) 


x (Р) (1 + 2! + 
3 


х) = (1 + at + —— 0 +. сы +00) (0) 


(1—3) 


我 们 来 验证 一 下 ， 看 级 数 (1 一 3) ЖЛ Ж (1—1) 的 
解 ， 对 方程 《1 一 3) 两 端 逐 项 求 导 给 出 


RO = (а ъа + на + +) x (0) | 
k=! 
=a(l+ at+ + + j +") x (0) 
= gx (i) (1—4) 


JEIEN, BA {1 一 3) 逐 项 求 导 后 所 得 到 的 级 数 ， 即 方程 

(1—4) 右 端 的 级 数 是 一 至 收 和 化 的 ， 所 以 方程 《1 一 4) 成 
立 。 换 名 话说 ， 级 数 (1 一 3) 是 方程 (1 一 1) 的 解 。 其 
Зс, BE (1—3) 收 伍 为 方程 《1 一 1) 的 解 ex0) ， 这 
ERRAR, | 
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现在 我 们 来 解 疝 量 微分 方程 

Х= AX, ХФ... = X (0) (1—5) 
其 中 X рл RARE, Ау sxs ZEER. ГТК 
台 ， 参 恨 病 量 微分 方程 的 解法 ， 我 们 直接 设 方程 的 解 为 + 的 一 
А-Ы, Вр mm 

A = (1—5) 
其 中 的 系数 5 都 是 # 维 列 向 量 。， 将 所 设 的 解 (1—6) RA 
方程 (1—5), 3 

d+ ЗВ БЕТТ 

= Alh, bf + b, a + ВЕ) (1-7) 

若 所 设 的 解 是 真正 的 解 ， 则 方程 〈1 一 ? 》 HAR r 都 谱 成 
立 ， 这 就 要 求 上 式 两 靖 г PARTRA, En 

ó, = Аё, 


k= AL _ = h 


k= Al, =з, Ab, 


Ё, = үг АЧ, | 


W f=0 代入 方程 (1—6) 可 得 
XK (0) = ё, 
Б, JEHA X G) Ару, 


X (t) =( I+ At + > АЧ + + + Ан + .- ]X (0) 


(1—8) 
同 纯 量 情况 一 样 ， 可 忆 证 上 明 ， 级 数 《1 一 8)》 逐 项 求 导 所 得 到 
的 级 数 一 致 收敛 ， 所 以 它 是 方程 《1 一 5》 真正 的 解 ， 

比较 表达 式 (1 一 3) 和 (1 一 8》 插 号 内 的 两 个 级 数 ， 
可 发 现 它们 在 形式 上 完全 一 样 ， 婚 然 前 者 收 敏 为 指数 函数 ее, 


rT rr i 


PDF SEH "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


所 以 合乎 逻辑 地 可 以 给 出 如 下 的 
定义 X HER 3 


I+ А+А. A+ T ДАКА. (1 一 9) 
称 为 矩阵 指数 ， 简 记 为 e4。 可 以 证 明 ， 此 级 数 对 于 任何 实 抵 
阵 4 都 是 绝对 收 敏 的 . 


据 上 所 述 ， 我 们 很 容易 得 到 
定理 ”方程 (1 一 5》 满足 初始 条 件 关 (DL „= X) 的 解 


为 
X (ty = eA X (tr) (1—10) 


需要 注意 ， 上 式 右 端 两 项 的 次 序 不 能 交换 
例 1 已 知 4=|_ t 1] ж,б m a, 
# 根据 定义 ; 


еке IT A+1l æL ALAH- 
21 31 41 


cosl sinl | 
[| —5п1 cosl 


¿Ar = 7] + At + 1 А? + 1 APh l gi Je 
2! 31 41 к 


Tr ouf o т, 11-4 А 
=[ 1 в + 去 0 =e] 


— 54 一 
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1 É # Ë P 
21 41 31 51 
= 2 
_ é f ` EL 
31 5 21 41 


| cosi sim 
— Sjn} соз] 


从 上 例 可 以 看 出 ， 洁 44 是 ЭБЕ, ШОН НӘ ¿+ 实际 
LBE xs TRR, EER., AE 2 BER, е е" 
各 包含 2 x 2 = 4 个 级 数 ， 只 有 当 其 中 每 个 级 数 都 收 敏 时 ， 征 
阵 指数 才 是 收 仇 的 。 可 外 证 明 ， P МУ е6 
Ж, "© 对 任何 : ri Н — ЭПИ. 

2 用 状态 变量 法 解 方 程 

JP+y=0 I| -  =2500, F] aa = 300 

和 解 ” 选 下 列 变 量 

x =. 
x, = $ 
为 一 组 状态 计量 ， 则 原 方 程 可 写 为 
у= р, x (0) = 760) 
$= = Xa = (0) 
采取 奸 阵 表示 法 ， 上 列 方 程 变 为 


四 
根据 方程 (1—10 1, # 
有 


_ SaN 
[о —6 и cost 


i ЧГ —. 
rm 
= 
s | 
KL... 


有 ' 
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“| | 
—J(0)sin£+ 3(0)cost 
由 此 得 原 方 程 的 解 为 
JCH = x (E) = y(0)cosi+ Pe0) sint 
这 是 我 们 大 家 熟知 的 结果 ， 
1:2 矩阵 指数 的 性 质 
短 阵 指数 有 许多 常用 的 性 质 ， 归 纳 如 下 ， 
1 АЖААН 
Г 41 Qe 0 
A= O awu Of ML “= 


ё: Ü 6 Ü 
0 emas | (1—11) 


б 0 а, 0 о-и | 
2 | d 41 — Aet À (1—12) 
dt 
з ааа pdl gdin (1—13) 
4 asg (1—14) 
5 如 АВ-ВА, ААВ пахи, 
pit, Br — рв (1—15) 
6 eP 47= 了 -efp, 其 中 了 为 任 一 非 奇 异 矩 降 ， 
(1—16) 
BF 89; 
1. 根据 矩阵 指数 的 定义 ， 直 接 得 到 证 明 。 
2. ЕРЕН 
= I+ A: + + A+ ne + у АЧА 01—17 
两 边 求 导 给 出 
dO At . Д? он 1 k 26-1 
= А+ АЧ + + ерү A К+ 
-AÍ . с ДАІ 
AU I+ A+... , + T a АЦЕ. >) 
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= A. (1—18) 
上 式 的 正确 性 在 于 ， 它 右 端 的 级 数 (实际 上 是 sxs 个 纯 量 级 
数 ) 是 一 致 收 仑 的 ， 而 等 式 《1 一 17》 右 端的 级 数 已 知 收 襄 为 
zt, 所 以 其 逐 项 求 导 得 出 的 级 数 必 收 钱 为 Ae. AA 可 uE, 
它 也 收 高 为 eA， 这 一 结论 吉明, BE ¿“t БАр ФН), 
з. НЕЗНАЕ У, A 


өз (Ур -A s) (5 48) (1—19) 
RTRT ARER, БЕРЕГ ЕЕ аат Ене, H = 
果 得 一 个 矩阵 无 穷 级 数 ， 归 并 有 4 的 同类 项 后 ， 可 以 看 出 44" 的 系 


WAH 
у ШС 
z ір (#—1)\ 
从 二 项 式 定理 知 
| | Е 
о) тау i 
=ù 1—0 ' | 


将 区 上 结果 代入 等 式 (1—19), 8149 


Аз, „Айз, — Т є A = 
Ы -24 У ке л! М) 
= г te tta 
4， 利 用 上 述 结果 和 直接 得 出 
pata 2 “т — єк =e =Í 
RFA | 
git. el] 
HEEE.. 
Ce — aiii 
需要 指出 ， 在 这 里 我 们 用 了 符 阵 r 的 满 秩 人 性质 ， 就 一 般 


ne r Hi == 
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的 短 阵 说 ， 从 
АВ=С 5 АВ,-С. 


并 不 能 推出 
В, = В 


例如 我 们 有 


Ш-Н ө ЕЕН 


10 — 1 4 
F 1 ]z| 1 1 
不 过 ， 当 矩阵 4 是 满 匆 矩阵 时 ， 则 
В = В, 
是 成 立 的 ， 至 于 :” 的 满 秩 性 质 我 们 马上 就 要 说 明 , 
5. 根据 定 作 我 们 有 | 


{4% ] + (A+ Ву +564 + В) 4° + EA + Вуч" poene 
=1+(А+ Ву + (A = AB+ ВА + Вэй к(а 
+ АВ АВА + АВ: + ВА + ВАВ + ВА + В) +++ 
gt. Br = ( I+ Аж LAP )( I + В; 
2! 
+ Виа... ) 
21 
=]+(А+В) г САР АВ + BD 
ка САЗИВ +з. АВ" ВУ ПР 


比较 以 上 两 式 可 以 看 出 ， 仅 当 A43= ВА 时 ， 才 有 有 
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et. Pt — +84 


6， 由 于 了 是 非 奇 异 和 矩阵 ，P™' 存 在 。 根 据 定义 则 得 
sr Ap-=T+P-iAP+ > (PLAP)? + = z (РАР) + :ee 


(РАР) = P OAP PAP -PAP = P'AP 


— 


N < 


HERRA Е, ER 


mes рата Ard Attang LARG )P 
. 21 Ë 


= Pte P 
+I] Jj AR A PLE kE РЕН ТРЯСТИ. 
0 1 A 
йз 已 知 4=| 8 ihka 


`x 


Ж ЛР Е 


f i 1 
Р- [13] 


20-2) = I | „С-Ф -3 1 | 


А наанаа И. раа а лан Ш ИО о р а А Hn 
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六 出 公式 口 一 11》 则 得 


关于 类 陡 了 的 选择 问题 ， 在 下 一 节 中 要 讲 ， 恬 醒 指 出 ， 选 
РЕ РШ = A {ЕУ ЕЁ А, ШИШЕ {И И ЕЖЕ 
KA OP 3MEDEHH ЕЕ e ЖЕТИ: B. 


第 二 节 ОП ЕШ 


ТЕК ЙӨР 18020. ЖИЙИ» Л 


X = АХ (2—1) 
W ETH RAF OL =X (0) 的 解 为 

X =X (3—2) 
КЕКЕ f= 0, 而 在 上 = 为 ， 则 同样 可 以 证 明 Jy 82 — 
1) 的 解 为 

X G) :- е0 ХС) (2—3) 


其 中 X Go 为 XOW т=1, MIRE. 

这 样 一 来 ， 在 解 定常 矩阵 微分 方程 时 首先 就 明 到 ¿€ 的 计 
算 问 题 ， 计 算 ¿e 与 计算 完全 一 样 ， 常 用 有 以 下 四 种 算 
法 ， 直 接 计 算法 ， 拉 氏 变换 法 ， 化 牌 阵 4 为 标准 形 法 ， 以 及 得 
定 系数 法 . 

2.1 直接 计算 法 

这 种 方法 以 年 阵 指数 的 定义 为 依据 ， 直 接 计 算 矩 阵 无 穷 级 
Ж. 


| 0 ljg as 
ij 1 ЕА = 0 1 J Ë “< 
Ж IREME 
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_ [1 °]. O 1) | |+ 
- [| ТЕ 1) эд 
tjO lj 
tH F 1 | + 
1 ЕЖУ түн э т 


ШЕЙЛЕ ЖШН. KPPA IR E ИТЕН: А be 82: 8 8 BUT R. 


2.2 拉 氏 变换 法 

这 种 方法 是 以 下 独 的 定理 为 根据 的 

定理 矩阵 指数 е" TIEPE C51 -AJ-! 的 拉 氏 道 变换 
Ll А) 1] = (2—4) 


证 明 对 方程 (2—1) BN hr ЕЛЕ, 得 
yk (r) — X(0) = АХ (s) 
或 
(sl — AX (s) = X40) 
H JH; uJ Н 
X) = Gl- APX 
FR apa, ШЙ 
XÐ = LCI- Ay-' X (0) (2—5) 
BEFRA (2—2) WE TARIE A ATEMA y БИНЕ 
一 和 性， 定理 的 正确 性 就 得 到 证 明了 。 
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й2 已 知 4=[_ _1], же". 


R ”根据 公式 《2 一 上) ， 有 
e“ = LOCI — А)? 


其 中 
| 0 11. [53 _ 1 
sl де Д P, . ер Ки 
А ^1 Г. 1 |， 
$ +3 т(т+Зу+2!\-2 3 
í 了 十 号 1 | 
ú (++1)(++2) (+1){++2) 
| РИ НИНЕ 
| +1) (7+2) (+1062) 
_ 1l 1 _ 1 ; 
+1 “2 r+ 1 | 
ав | 
+1 +2 r+] 3+2 
H I: 8 48 


T E ов ac pam p y | 


2-5 化 矩阵 A 为 标准 形 法 
这 种 方法 的 根据 是 前 面 讲 过 的 关于 短 阵 指 数 的 一 条 人 性质， 


терер (2—6) 
RERE PAP 已 化 为 标准 形 ， 则 由 下 式 

6“ = Pet “sp-! (2—7) 
可 直接 把 ”计算 出 来 。 杭 答 阵 4 的 特征 值 不 同 ， 常 用 的 标准 


一 62 一 
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形 有 下 列 三 种 
t+， 对 和 角 标 准 形 ”这 种 标准 形 呈 


ТИШЕ. 
-| А 
0А 
的 形式 ， 除 主 对 角 钱 上 的 元 可 以 不 为 0 外， 其 余 的 元 全 为 0 
车 矩阵 有 4 的 # 个 特征 值 互 异 ， 则 一 定 能 选择 适当 的 和 矩阵 上 ， 使 
ЖЕЕ PAP 全 为 这 种 标准 形 。 
在 将 矩阵 刀 化 为 标准 形 之 前 ， 看 看 它 表示 什么 斤 何 意义 。 
从 绕 人 性 代数 知道 ， 每 个 矩阵 都 表示 一 种 线性 变换 。 例如 线性 变 


[> ]-[6 276) (2—9) 


中 的 矩阵 


4-[3 3 


就 能 把 点 (x. X ЖЕН Oxe 3x), ЩН АЭМ ДОРЕ. 
这 种 变换 具有 下 述 前 特征 ， 若 点 如 位 于 х, 轴 上 GERR = 0): 
或 x, 轴 上 ， 测 经 变换 《2 一 898) 之 后 ， 象 点 8' 仍 位 于 x, 8 
或 x; 轴 上 ; 车 点 Q 位 于 任 一 其 它 的 直线 上 ， 则 经 变换 后 ， 象 反 
О “不 会 位 于 此 直线 上 ， 当 把 点 《xs x 0 W BR. DJ хх: А Н 
向 量 时 ， 则 此 一 特征 应 陈述 为 ， 当 向 量 00 与 х х, АЎ х, ЯН 
有 相同 移 方 位 时 ，、 变 换 (2 — 9) 不 改变 向 其 00 的 方位 。 否 
则 ， 经 变换 (2—9) 后， 向量 OQ 的 方位 将 要 改变 ， 几经 变 
换 后 不 改变 自己 方向 的 阿 量 ， 称 为 特征 向 量 . EARDER, Ж 
IB IE X РЕ [н] — 425 5], 

现在 来 研究 线性 变换 


ыер I ы (2—10) 


(2—8) 
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FEARRARI. AA У. {ПЕН ЛЕШ, 
Аж | 
х-[ >] 


Jš Z. 235 Ет, HRX 由 于 不 能 改变 方 回 ， 只 能 改变 大 小 ， 
必然 变 为 АХ 这 样 的 向 量 ， 其 中 4 是 某 一 待定 的 常数 ， 这 样 
ЖКН RRA 


а е0 | 


12). 5 ala] о 
2 а: П) =o 


ЕАЭС Е ТУГЕ ЯЕ, 
Ax, T+ x, = Ü 
= 2x + (À — 3), = 0 (2—11) 
它 有 非 仪 和解 的 充 变 条 件 是 其 系数 行列 式 
2 1 |0 
一 2 
由 此 可 解 出 
у=, A =: 
ЭИ  А=1, ААУ (2 一 11) ， 可 解 出 
| х,= — ху Ыр х,= —ўх, 
由 于 十 述 捧 理 的 每 一 шака ps е к 
说 ， 它 有 两 个 特征 同 量 ， 分 别 为 


a 


而 X, 经 变换 【2 一 10》 后 ， 不 但 方 镶 不 变 ， 大 小 也 不 变 (对 
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应 于 А,=1) , X, graniti, ЖААР B. 3 BJ 2 IE 
(对 应 于 ,=2) 。 这 里 的 Л, ЯП А, FARETE (2—10) 
Нн РЕНЕ Н. 

这 个 例子 有 一 般 狂 ， die tE Fe iiJ E ihi BH МЕЛ, 

(1) RC- А) ЖЛЕ A PAR AE SEE, ЕВЕ 
DAI- 0] 称 为 给 阵 本 的 特征 和 多项式 ， 令 特征 多 项 式 等 于 0， 
得 到 方程 DUAL- Ай =0， 称 为 矩阵 4 的 特征 方程 ， 特 征 方程 
ВК ЕЕ А ВРЕ (Е. 

(2) EAA a AFER, CERESE A Нуз K 
代数 方程 ， 共 有 л 个 特征 根 (6 ERRE 上 个 特征 值 ) , 

(3) ЯЎНА Н) л РААН ЛОН, ДЕЛЛЕ (А т 
ХВ ЕТЕ, ХН, AAA л ААУ ВЛЕ Ар, 

(4) РЕАЛА НЕВУ BF, ЛЕЧЕ К A J F: 
АХ = АХ 中 就 能 求 出 其 对 应 的 特征 向 量 。 由 于 只 考 虚 特征 阿 
量 的 方向 ， 不 在 平 大 小 ， 所 以 总 能 把 特征 疝 量 选 得 简单 些 ， 如 
取 х,=1, 

(5) ЗН AAE НОЛЕ Н. 又 分 为 两 种 情况 ， 虽 
有 相等 的 特征 值 ， 但 独立 的 特征 向 量 烙 并 不 减少 ， 仍 为 # 个， 
独立 的 特征 向 量 数 威 少 了 ， 不 够 # 个 ， 

(6) 不 论 虚 阵 44 是 否 有 相等 的 特征 值 ， 只 要 它 有 年 个 名 
立 的 特征 向 量 ， 那 么 把 这 个 独立 的 特征 向 量 选 作 一 组 基 疝 量 

《相当 于 坐标 系 ) ， 就 能 将 证 阵 АУА. ЯЯ, 
ЭПЖ КЕ P BJ s ПАЈЕ ГЕНЕ A PJ # 个 独立 的 特征 向 莉 


的 话 ， 则 必 有 
piAP=/1 
ЖЕРЕ 4 ERARE, ИП 
， ‚0 \ . `: 
SE (2—12) 
‘0 4 | 
一 65 一 
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而 44... 4. 为 4 的 特征 值 ， 它 们 可 以 是 相等 的 ， 
REHMA Liit, yik A RE i ЕЛЕ 
TAWAI WISE THE. 719250 RIH БОР РЕА 
Ей, HIRA А, 和 2， 祖 应 的 特征 同 量 为 е. Же. 
A 和 加 可 以 相等 , 但 е, 和 є', 是 独立 的 . 
HAR, PAER A ЕВРЕ R EE, aA 
123 E. K MS, FA 
Y= AX (2—13) 
ВЕНГЕ ЛИКЕР А, h pf On РАНЕЕ (这 时 需要 4 
ЖЭЙ). ТЕБА ИЕ ТЕЛИ, БЕШ БАЈАТ ЛКЕН, 
特征 向 其 e' 和 27, ТЕЕ АНОН ЖЕ Ж). 
E >À E" a a (2—14) 
下 面 来 研究 ， 尾 意 的 二 维 向 量 © ERMA. ЙАН AE Id 
E e 和 2. 是 独立 的 ， 那 么 就 可 作为 一 组 基 疝 量 ， 因 而 可 将 


HE Š 表示 为 | | 

с= үе, е» (2—15) 
考虑 到 变换 的 钱 性 性 质 和 关系 式 〔2 一 I4) ， 容 易 了 解 ， 呵 量 
Е ЖББО 

ЕДЕ, + Axe (2—16) 


这 就 是 说 ， 当 选 е, 和 є, 为 一 组 基 向 量 时 ， 向 最上 在 变换 前 
ЇЧ ДЕ к С, x) 和 变换 后 的 举 标 好 加) 之 则 存在 关系 去 


[21-112] 
У: А,х', 


À 0 т 
7 f a x'a | с) 
Э.А. Ж AREE Б ЕҢ —A XT f ME ЕЕ ЖЖ л 
Т. 
其 次 说 明 ， 向 其 上 在 旧 基 
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= |], = [%] (2—18) 


FRR (хх) 与 在 新 基 е, 27. 下 的 坐标 (xx 之 间 BH x 
系 ， 顺 便 指 出 ， 当 把 线性 变换 (2—13) 中 的 X ЖҮ ШӘ 
一 个 向 量 在 变换 前 的 符 标 与 经 变换 后 的 种 标 时 ,一般 是 假设 所 
选 的 基 向 量 是 s 和 є„ MURZA. 

现在 假设 £ 的 新 旧 上 坐标 之 间 存 在 关系 式 


x |Р, Da Jf Ж] Рт 
Е ] ГА Р,, р | 7 


在 上 式 中 令 х'\=1, х',=0, 85 
| | 
(a j=l p] | 
HAKER- ZH ЖЕТ {К Ж ЗЕ КЕК Ж. MFA 2 一 15) 可 以 看 


1， x = 1, x', = 0 Te SE ER ЖИЫ o, 由 于 基 变 换 不 会 全 
回 量 发 生变 化 ， 所 以 利用 土 式 便 得 
P. 
коз р 
“= [ P: ] 
Ee НГ 
‚ _ [| Р, 
“= [ре | 
这 就 是 说 ， 当选 特征 向 量 єз 和 e, 作为 一 组 新 基 时 ， 等 式 
(2—19 中 的 十 阵 了 的 两 个 列 向 量 正 好 分 别 是 拖 阵 才 的 两 个 
特征 河野 е. ЯП #';。 这 就 是 我 们 所 要 说 明 欧 ，。 
BARAA EEA NUE ERA e BrE pE Во В 
W. KAHERE P BU m 4" 3M[6] BE P pf R: B k: A Н л 2 З РДЕ [АЈ 
ж. 
有 了 上 述 理解 ， 下 面 来 研究 线性 变换 (2—13) 在 新 基 下 
Вул ло, ВТЕ ЛЕА А, УЯ У’, Ха X', gp 
у= РҮ # X = PX' 
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将 以 上 关系 式 代 入 《2 一 13) ， 可 得 
PY'= АРХ! 
或 | 
- Ү'=Р-' АРХ! 
这 就 是 线性 变换 在 新 基 下 的 表示 式 ， 而 矩阵 
A=P™ AP _ (2-+20) ` 
СЕЖЕ Г. БЕРЕР, ШЕР: A ВИНЕР 
ЗУУР E By ЕРЕЖЕА Ж ЖОЕ. 


йз 将 矩阵 4= | 2 二] 化 为 对 角形 . 


解 ” 矩 阵 有 4 的 特征 方程 为 


0 时 
|—› 1-3!=*©@ 3)+2= (4-1) (4 - 2) = 0 


所 以 特征 值 А,=1, А-2, E А, =1 RAR ККФ Н 
Àx, + X, = 0 
-2x + (A 3), = 0 
得 到 
ху x, = 0 
– 2x — 2х, = Ü 
其 解 为 
| x, = — X, 
取 х,=1, 910868 
' 1 
esf 1) 
再 用 如 =2 代入 上 述 齐 次 方程 组 ， 得 
2 F х= Ü 
= x == х. == 0 
ДЯ 
We ==Дї, 
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取 x = 1, RE 
ES 
2 _ 2 | 
Ait. EREA RRR 


_[ 1 1 
Р=|_] a] 


meii ai] 
在 新 基 下 矩阵 4 化 为 


= Ыы ж 
“э Шш е Я 


它 是 个 对 角 定 阵 ， 其 主 对 角 线 .上 的 元 正好 是 特征 值 册 =1 和 
4, = 2, 

从 本 例 可 以 看 出 ， 在 求解 齐 次 方程 组 以 决定 特征 向 量 时 ， 
只 选用 其 中 的 (sz 一 了 个 方程 就 行 了 ， 因 为 方程 组 中 的 # 个 方程 


是 线性 相关 的 . 
+ ЖЕ E БЭРИ. HR 
© ОХ ge 0 } 
人 0 
A= : 
оо DO 1 
— z, ds 8,5 0908, s: | 
620, ВВЕ ЈЕ 83 3B E ip] ВО. ЕЕЕ А 
НЧ Ж 25 RE 
2 Í 1 "ьи 1 
P 4, 
1а x (2—21) ` 
рыл. д!) 
с 
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其 中 А, А, с» А, EEA В Н 个 瑟 不 相等 的 特征 值 ， 这 -种 形 
式 的 矩阵 叉 称 为 范 德 蒙特 《Vandermondc)》 矩阵 。 
上 述 结论 很 容易 证 实 。 在 此 情况 下 矩阵 万 的 特征 方程 为 


А — 1 O + 0 
0 4 -1 = 0 
ЖО : |=0 
0 0 0 …-1 
G, gq. gd, 5 А+ F] 


对 应 的 齐 次 方程 为 
| Ax, — x, = Ü 


A = Se = 0 


ÀX pa — x, = 0 
а.х.а. X Ta, x t'u + Ана) х, = 0 
ë х,=1, HAG- 114238 БЕН 
| 


分 别 令 À = 一 4 = А, АА Е, ВЗ А [Р] л хи 


等 征 向 量 为 
”i : 1 - Il 
P | | an 
4°, 4°, | ' д? 
| Í Í 
+ йе +, е. 
这 就 证 明了 上 述 结 论 的 正确 性 ， 


а 将 矩阵 
vo 1 0 
4-| 0 0 1 | 
=й =й =ё@/] 
化 为 对 利和 矩阵， 并 求 е, 
Я ЖЕЛ КЕЈ ЭН 
— yọ — 


яй я эй i 一 -一 一 жа 
mr 
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4 = ] 0 
DIL- 243 = | 0 1 -1 
6 il +6 


= į + бА + 114+6 = (4+1) (4+2) (4+ 3) 


= 0) 
其 特征 值 À = - 1, ,= -2, А, 
阵 ， 其 模 态 矩阵 为 


f 1 1 
Pe 
` 1 4 
H ЖЕ 
| 6 Б 
ів = 
P- = > б 8 
2 3 
而 | 
' 6 5 Тұ 
Р-\АР = 2. -6 -8 -2 | 
с ул 
-1 0 0, 
= 0 —2 0 | 
200-3. 
将 以 上 结果 代入 下 式 
в? 4р = p '' a: p 
就 可 算出 


-1 
gtt = Ре? dtp- — 


m G O) 
гә [ео == tojin 
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-3. XH TREE 4 Л Ж?Н 


1 \ 


d 


L: 


1 1 1 
= 
1 4 9 


1 OY 
Ü Ü 1 
-6 —11 -5'': 


_ 1 


ts |= ән 一 


H 
~ 
I 
ч һы = 
| 
кә юм 
] 
шы  — 
кш 
| 
LA бз 
a ъ 
| 
а а 
ч 
| 
bw 
т 
1 w 
ы I 
3 
| 
w | 
Iaj = 
мы s, 
k. 1 


= 3 3 і 3 
Ig кым z ит 
1 4 gi ° 5-6 5-6 
368 — de "+e >e": дег? 上 
„=й S Y = 5 = = 9 =1 
=| —3e tq eT ge е1 + ge te 
- 2 2 
3e 一 138 + 92 ee gge 276-9 
2 2 
_ - 1 
Sb 1 s 
2 2 
lerte gero тэ 


ХЕЕЕ, ТЯ е", 
АЕ EEE ВРЕЛ) 


А КЫ едк 2д+2=0 

其 特征 根 Ад = -iti А> -1-7 因此 РЕАЛАН РЕ 
p= | i „үз | 

Жой: 
б-п 7] 

Рук 


PDF 文件 使 用 "pdf Расі огу" 试用 版 本 创建 ини. Ё і пергі пі. com. cn 


т -Liti =) 0 f 1 
a 
ы е . л 
zil+r 310-9} 2j 
14-21523 0 | = 0 | 
>l Ü = 2 $ к б: 
将 上 列 绪 果 代 入 公式 
et lapi. p-letp 
得 
¿“= Per pe!= | 1 1 ү Ü | 
— 1 —] —] – } 0 е1: 
Ps И 
2 2] 
1+7 8 
2 2 
ТЧЕНГ ЕГ. ^ 1] – } _ J 
| i i | a 2 
=; | . I 
| СОЕ _ (1 +}! | 1 + dod 
K 2 2} 
| Стру еен C] кесе) 
了 


1} Катъ L. š ЖҮК 
2{ 7° € jJ 


1 Í yot-ltilt 1, _— í „чыйп 
е L. (1-— J) a 


MERTEK. EBE А АОНРАЕАЕ Эр 8 AN. BPA 
法 来 计算 о" 相当 麻烦 ， 不 宜 采 用 。 我 们 将 寻求 其 它 的 方法 。 
— 73 一 
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2, FHER ЗЫНЫН, EER AR л 个 特征 值 互 不 
ЖЯ, ИВЕЛИН Р. RAE. KAPRER ВЕЛИ A 
对 和 答 阵 。 当 有 相等 的 特征 值 时 ， 即 特征 方程 有 重 根 时 ， 又 可 
SARH. — НН Е, BAER ERANA s 个 独 
EREA, MEA ERA RE Ip] ЕЕ 11И F 
Н ВОЗЕ, KAABA ERDER — Н, ERAH 
HARER SERE GTER, EEA ВУАН РЕ АЈ ВЕ ht 
ЛК л Y, НАВЕКИ НЕВЕ, ПАВЕТУ HE 
Е. ТШ ЖИП ЖЖ ВРЕ, 

EX ÉRA 


= 
мэ 
= 

. 
=» 
=> < 


(2-—22) 


0 0 б.б 0 å 
ХЕРЕ Уу Жн. METIA А ЛЕ ТУН ЕЕЕ К Л т 


мр. 
例如 
| з то, (2 100 
上 1 1, ! 0-3 ! | лк 
| 0 0 3, 0021 
0002 
WER., TU 
41 009 
04 000% 
00 -300 | 
0 0 oji 
оо 007 


基 若 当 皆 阵 。 关 于 车 当 和 矩阵 存在 如 下 的 定理 ， 
定理 每 个 # MERARI ЕЛНИ, ВТЕ 
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一 个 矩阵 了， 使 РАР ЭЖ ЧӨН. ТЕ Y ИП 
的 车 当 块 的 排列 次 序 可 能 不 同 外 ， 是 被 矩阵 所 唯一 决定 的 ， 它 
称 为 矩阵 44 的 车 当 标 准 形 ， 
这 个 定理 的 完整 证 明 比 较 长 ， 就 不 引述 了 ， 但 需要 讨论 一 
下 矩阵 了 的 求法 。 为 此 需要 引进 广义 特征 向 量 的 概念 。 
НЕЕ РАР ИТ. ВЕЕРА ИННЕК m 
KER 2, ШИБЕ АД — 4 m 阶 的 特征 值 4， 又 设 这 个 тИ 
的 特征 值 对 应 有 т 个 “特征 向 量 ” PP Pa НЭХ т 
“特征 向 量 ” 为 列 维 成 的 sx m EE [Pi, 了 ,，…, P 将 矩阵 4 
变换 为 一 个 m 阶 的 车 当 块 ， 则 设 / 
À 1 0…0 
L q 


ACP P P.J = CP Pre Pal] о ф.д 1 


0 о 0-0 jd | 
(2—23) 
由 此 有 | 
LAP,, MP， АР. = [AP 有 + 
或 
Ар, = AP, 
P L A P; = АР, 


P,.,+ 1 P, = AP, 


Pas РАР „= ЇР, 


ERES 
(A = LDP, = į} 
(4-4, РР, =P, (2—24) 


(A — ¿TD P, =P, 


(A-D P. = P... 
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利 由 这 些 结 轩 又 有 
| (A-iDP=0 
(A-A YP, = 0 
(A -àD P=0 (2—25) 


(А-4Н)"Р„<0 Бє | 
因此 ， :我 们 相应 地 把 满足 上 述 关 系 式 芍 向 量 P, P, Pai ih 
对 应 于 特征 值 л, 的 广义 特征 向 量 ， 或 者 2 黎 、3 牧 、…* 严 秩 
特征 向 量 ， 而 以 前 讲 的 特征 向 量 ， 在 现在 就 是 P. ТЕЖА 
A (А-5 Р,=50, 实际 上 是 广义 特征 向 量 的 特殊 情况 ， 
闫 便 提 一 下 ， 在 上 述 讨 论 中 我 们 还 作 了 个 假 变 ， 即 这 个 m 
阶 的 特征 信 4; 只 对 应 有 一 个 普通 前 特征 向 量 已 ， 如 采 它 对 应 
有 两 个 普通 的 特征 向 量 ， 那 么 这 时 的 矩阵 妇 就 会 包含 两 个 这 样 
药 若 当 块 ， 它 们 的 主 对 节 线 元 为 4;， 而 且 两 个 车 当 抉 的 阶 数 之 
和 为 mw。 每 个 若 当 块 的 求法 都 与 以 上 基本 相同 。 此 一 说 法 也 二 
应 于 对 应 有 更 多 个 《日 然 小 于 m) 普通 特征 向量 的 情况 ， 
对 守 阵 怒 的 每 个 特征 值 ， 我 们 针对 其 各 自 的 情况 {可 能 出 
现 的 情况 在 上 面 都 已 介绍 ) ， 按 上 面 所 述 的 各 种 方法 处 理 ， 可 
分 别 求 出 各 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 《 普 通 的 或 广义 的 特征 回 
B) 。 把 所 有 这 些 特征 出 量 接 特 征 值 分 组 依 秩 排列 起 来 就 可 得 
到 所 求 的 定 阵 王 。 至 于 各 组 特征 向 量 的 先后 次 序 那 是 可 以 任意 
确定 的 ， 改 变 这 种 次 序 会 相应 改变 车 当 块 在 若 当 标准 形 中 的 位 
8. ЖИТ. 
例 6 жр 


EAE SEF, 
FO EEA RIEN EN 
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Aa -1 0 
0 А -1|=7—30)-2 
-2 -3 А | 
= Q+ — 2) = 0 
ВЕЖЕ АЕНА 4 = 2 与 二 重 特 征 值 2,= —1, hS 
~ 1。 确 是 特 征 向 量 P, 和 P, 的 方法 仍然 是 求解 方程 
AP —1 P =0 和 АР, ~ ¿,P, = 0 
H F3: АЖИ ШЕ ИШЕНЕ. ДТ) 
1 i 


1 
ШЕ P=] - 1 
Ж, ` 1 


现在 利用 公式 (2 -一 24) KR P. 有 


<А, 1 Ü) y Ры 4 1 
| 0 -A os -|-1 


РГА1- А) = 
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© 2 1 
ZE -5 1 
| б зо 一 和 J 
由 此 可 得 拭 阵 本 的 若 当 标准 形 为 
1 2 1Y010Y1 1 1 
P|''AP= 2 -5 2100112 -1 ң 
6 3-3 人 2304 1-1) 
2 4 2Y1 1 1 
7 4 8-5 2-1 i 
—6 -3 3 l4 1-1 


2 0 \ 
=| Ü -1 1 ! 
0 0 ж! 
在 此 情况 下 共有 两 全 若 当 块 。 ЖОНЕ 
1 1 l- 
P=| - 1 0 2 
1 =] 4 / 
则 得 到 的 若 当 标准 形 为 
= 1 1 0 
0 0 2 


具体 的 计算 步骤 留 给 读者 作为 练习 ， 
Е ЕВЕ А ЧАЈ, ЖЕРЕН é 就 容 
AHAT. ИҢ, ФПЖ ГНИ С. RIRE 
à 1 0..0 0 
0 A 1-0 0 


ro E G > Ñ (2—26) 
0 0 0-4, 1 
0 Ü 0 ... Ü А, 
一 76 — 
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是 一 个 mxm HESH, W 
Ё fel бе! FESTET kimit г асау] ET eml 


O e tert sp ena l PEPP ian! 


ёе = : : : М (2—27) 
| Ü 0 Ü PEN et в! 
Loo 0 0 гг J 
这 一 结论 并 不 难 证 实 ， МОЕ, Ж НЕЕ ВЕ, RIIS 
K 2), 1 --0O 0 \ 
о X 28-0 0 
А= |: : : : : 
0 0 Qoe 24, 
0 0 0-0 B, 
д1 342 34 1 0 0 
0 à 33340 0 
sl Un s 
0 0 оо 32 
о о 0 0 3 0 Ë 
利用 归纳 法 我 们 能 证 明 
Jap РТА) РАИ 
| 
0 Fo РА 
| O 0 0 
` Ü Ü 0 
РОСА /AB е 
f" OQ) 721 с. 
ла) а чи (2—28) 
0 арја) 
0 0 FAD 


其 中 (А) Ж А, НИЕ — ра, ЖАЛЛА ЖК ЛЕЙН 
ЖЕ X ДАТ. EA 
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0 0-0 DERE 90 0 
É 1 0.0 0 | од ж] 
e= 0 01-0 01+10 074,0 0 i+ 
о 0 0-1 0 1 0 00 Aà 1 
(0 0 0-0 1. ооо 0 А; 
| 4224, 1 0 0 | Б 334235,0 0> 
о #2), 0 a0 A3 30 0 F 
E л S 
0 00 2 2⁄1 10 0 0.2 gE] 
0 00 0 Z]? оо 00 和 


人 


0 pa" Ре г saa pH? ГАТЫ Z Gas ayl ў"! СЕЕ 


二 0 0 e i PP аш. e ла)! {73 Eftal 
Ü) Ü 0 ee er fer 
Ü) Ü 0 “з 0) ёғ! 


A Y 0 hit, ЫИ ЖЕРЕ 直接 便 得 到 下 面 的 定理 。 
[4 0-0 
4=| | zno 


TERES) 
其 中 4,4,0, А, RRR SH, g 
z g^i ' 
ё = S (2—29) 
0 ёй, 
其 中 2, ейн, ен 是 由 等 式 (2—27) 表示 的 第 阵 ， 
例 7 BAERE 
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R o 
解 ЖИШШ (2—2 和 (2—29) 则 得 


Z2; pao? і 3 
| 
Ü Ü е! ўе К: 
0 о ÜQ ë ° 
Ма Бя 


J 1 ü> 
А=| 0 0 J 
2 82 0 
求 prt 


Ж AH ЕЕЕ R, BiTA 
1 iye 0 0 1 2 1 
= =l и t] -8 J 
йм 1 -1д0 0 АБ 8-3 
r g“ e": (I+ e '^/1 2 1 | 


20" ве = жыш 9 

\ Дет e" С 19е 6 3 =g 

° et (8+ 68) £ a0 + CF — 2) 0 

312° (20 е Де (5 — Зе! 
бег (6i — A Ba t (37 8)e 2 ` 
g (1+ 3#ye 
у C 2) eT | 

+ (530e) 

3, 模 态 形 оле sn sn s зи 
可 用 上 述 方法 把 4 化 为 标准 形 ， 但 计算 很 不 方便 ， 特 别 是 为 了 
应 用 计算 机 ， 总 是 避免 在 矩阵 中 出 现 复数 。 央 此 一 方面 希望 把 
具有 复数 特征 值 的 矩阵 化 简 ， 和 再 方面 又 希望 不 出 现 复数 ， 折 填 
的 办 法 是 把 它 化 为 模 态 形 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 中 于 讨论 眠 


一 
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阵 万 只 有 一 对 复 效 特征 秆 的 情况 ， 
设 二 是 一 个 二 阶 宅 阵 ， 畦 征 傅 为 1 = о+јео, =a-jw, 
在 此 情况 下 ， 才 的 模 态 形 抢 阵 为 


п- | N | (2—30) 


一 {г FF 


它 是 以 特征 值 的 实 部 和 虚 部 为 元 的 矩阵 ， 但 并 非 对 着 年 阵 。 
现在 来 奖 定 变质 矩阵 上 上 ， 使 


TI = PAP (2—31) 
В 

Р= (СР, Р, (2—32) 
其 中 P,.. P, ЖЕ 2х1 ER. 把 (2 一 32) 代入 (2 一 31} 可 得 

P, Paf °° = АСР, Р; (2—33) 
— 0) T 
另 一 方面 ， 设 z 为 对 应 于 А = оја 的 特征 向 量 。 根 据 

РЛЕР Е УВУ 

(e+ jog = Аду (2—34) 
今 

J = +78, (2—35) 


其 中 Fi E 2 #88, а. Ё, 是 2 维 实 数 门 ht. 将 等 式 
(2—35) 代入 方程 (2 一 34) ， 并 令 其 实 部 与 廉 部 分 别 相 


等 ， 可 得 
sz, — сой, = Aea, (2—86) 
az + еВ, = AB, (2—37) 
把 上 列 两 个 方程 合并 起 来 ， 可 写成 一 个 矩阵 方程 ， 
Са, Baf та | = Аа, 8,0 (2—38) 
еки: 
用 方程 (2 一 38) 与 方程 (2—33 НЮ, wi 
P=(P, P,3 = Са, 月] (2—39) 
上 式 表 明 ， 变 换 矩 阵 卫 是 以 对 应 于 特征 值 А = она 的 特征 向 
— 82 一 
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Ж 9， 的 实 部 和 虑 部 为 列 所 构成 的 矩阵 。 
例 9 ЖЕ 


еа 1 

а [22 - j 

IE Жуу 
f HEERA RESA 


pal-a = 52 i kuya 25-0 
17 АҒА 


其 根 为 1 = 334, k= -3-jA, ХУ А, 的 特征 向 量 可 


求 得 为 
а= (ааа ]=[-1 БАБ | 
ELE. Жр РУ 


Pi 4] 


其 着 矩阵 为 
1 O 
т 
Ий [А AIH 255 E; 5 
aap [1 9 2 1 9 
р Аве [1 工作 1, R 
a 


现在 ， 我 们 来 求 模 态 形 乍 阵 的 矩阵 指数 的 表达 式 。 由 于 下 列 两 


个 矩阵 
|; sjaals s] 


Jë n) ЖАН, RER 6 2ЮТЖР Н ЛЕШ. Ж 
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кле шк к 
LARRE ЖЕДИБИ. HENNARA 

юн „ре o) ma 
第 二 项 也 很 简单 ， 直 接 根据 定义 可 得 


ELGI оү of_ o eye 
i = | 0 1 +| Q 0 ti-a 0]3 


(2—40) 


СОЕ! sinak | (2—42) 


с L — Sino Собе? 


Лл (2—41) 和 《2 一 42) 代入 方程 (2 一 40) ， 最 后 得 


Ж Б е" J| СОЗај sinet | 


ё : 
[o ejl —sinat coset | 


- | e сової E°" Sine | 
= и 


a Snot e” Coot (2—43) 


HAE- ЕНЕН ЖЕ НЕШ ПОЕ S E Dk À, 
例 10 TRER 
= 2 1 
a| ir B 
RE г, 
R BRAR 
git P r AP p- 
及 方程 (2 一 43) 。 并 剩 用 前 例 的 结果 便 得 如 下 的 关系 式 
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- 1 0 = 1 0 
e=] | -$ Jš [1 1 | 


1 4 4 4 


| 1 0.2. e 3cos4t e“ sindi. -1 0 

i | 11| 

— 1 å> e sinsi e cosdi 54 4 
| 1 | со54# sini; B A 

4 ._ 1 41> sindi cosdi 1 1 
ЕЕ а. | cosd: sing I 0 | 

4 ` ecos4i -fisindl 4cosdt — sindt ~1 1 
et шн + sindi singt 7] 

4 


— 175114; АсозА# — sinir 


КЖЕ Ж ер ЖИ Ж ШЕ Биа ЭЁ 


例 说 明 邵 下; 
111 СЕК 
0 1 0 
A= o 0 1 
= = = 
КЕРИ e, 
Е EBART EN 
д -1 0 | 
0 А -1|=7Ў+341°+74+5. 
5 F 2+3' 


= (¿ +1) (° + 21 + 55 = 0 


А. EERIE 2,= -1, ¿= -1+j2, A= —lT-j2,. H 
ЭЕ АЙЕ ОИ ME EE, Е О ЧЕРЛЕ ТА ВЕ рУ 2) 
1 5 1 4 | 1 1 
-1 с=|-1_ 1-1+ 和 2 s -1+/2 
-DEJ 1 130) 7 \—-3-4 A 


一 8# — 
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1 | 1 
-1-/2 | 1-32 | 
(1-42): е 


据 此 可 以 作出 变换 矩阵 
1 1 ел 
чч -1 2 | 
1 -3 -4 
其 道 矩阵 
| "Í 5 2 ] 
раз a =й =] 
~ 2 2 0 
ЖЕЕ АЯ ЈЕ 25 
(5 2 1y 0 1 0 
P''AP= + -1 -2 -1| 0 0 1 
2 ® {е = „63 
1 1 $ 
-1 -1 2 
1 -3 -4/ 


= 0 б“ 
= — 1 2 
-2 -1) 
ШЕ АНЕ З 9k 
git = per '4Рїр-1 
x 1 1 Ü ч" 0 Ü 


=-- 一 1 —1 2 | 0 ё7'СО52# є7!&Їп2Ё | 


L 1 -3 -4 R Ü —#7'&п2/ Зайд 
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-1 -2 -1 
2 2 0 

1 1 от 0 O 

|, эл ш | 0 сов2{ sin2# 


J =": =d = Ü —51п2/ cospi 


И 1 1 0 ` 5 
= - | о ч] 2 一 CDS32 + 2510027 
\ L = = d A 2сОо82{ + sin2š 
2 1 à 
2(sin2t— соѕ?2?) — cos: | 
2 (сов21 + sin?) sin2# 
“ Б-с052? + 251п21 2(1 -— соѕ2і + Sin2t) 
= И ~ 5 + 5с0827 — 2(1-—-3сС052#— singt) 
~ 5 — 5cos2t— 105112! 2(1 - cos2ł – singt) 


l- cos2t м 
—1-+со52{+ 251п2] | 
1+3со52#— 451п2{ 


其 中 我 们 使 用 了 等 式 
a ш МИ М. 
g T =E = =, Ü ё7!СО82}# z" !'syn2i 
о ~ ё7!51п2ї1 :+cos2f 
这 是 不 难 验证 的 。 


综 上 所 述 ， 通 过 把 一 个 矩阵 所 化 为 对 角形 ， 若 当 标 准 形 或 
模 态 形 ， 就 可 以 把 它 的 矩阵 指数 е 计算 出 来 。 
2.4 待定 系数 法 
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在 这 里 ， 我 们 将 着 重 曾 述 以 下 三 个 hj 8, M- WEN AE 
理 ， 上 矩阵 指数 的 多 项 式 表示 式 ! 违 阵 指数 的 计算 。 

TI. 凯 莱 - 哈 密 顿 定理 

定理 ША A JE, DG) 是 它 的 特征 和 多项式 ， 则 必 


р(4) = 0 
ЖБ, УРЕ ЛН о АДЕТ Е. ХЛ J-A 
Epe, 
例 12 DP 3EEE 
2 1 
A= | U г] 
由 些 可 算出 它 的 特征 多 项 式 


4—2 – 1! 


_ — z ajia 
DG) =| 41 д 1 1-3] -= 54 + 7 


将 特征 多 项 式 中 的 4 0382.4. mi 


|] -有 1] 
|1 J шел НЕЧЕ 1 


СЕЕН) 


= 0 
ХАНЕ EA ИЕ SH 8149 ВЈ. 
КШ ЭКЕ EREE РИА Е, О ВЕЕ 4 
有 互 不 相等 的 特征 值 . 
证 明 RAET #*x# 矩阵 ， 它 的 特征 才 项 式 是 
ОА) = | А {до An"! + e +a, (2—44) 
它 的 特征 方程 是 | 
À" a a AT + 十 一 站 | (2—45) 
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МАА р л AREN. Вр ЕЖЕ AAR А. An зе, 4. 是 
TRER. 
将 特征 多 项 式 【2 一 49) pH HRA, 4 
DCA) = Anqa f°" a на, Г (2—465) 
ТТА ДЕШЕ F kS Е, 
Ш P AER АШ S EFFE, ЗНН P ARAP RRDA) 
ШЙ 
Р DCA P= PAIP ra P''An[CIiP + +а,1 
(2—47) 


P~ дар = PAPP AP- P- AP 
| „а 0 | 
=| EF 
| 0 А} 
所 以 有 
Pr-Dr4yP= иа, Де tal 
б^ Os 2 0 
а las E | 


оох] lo tJ 


| 1 | 
+z, ‚1 
| k 
0 1 


根据 方程 《2 一 45} , {4 
P DilAP=0 


NE P IRRE, hEm 


ш 
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DCOAY=0 (2—48) 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
2. ЖЕНА MARPA 
ФАТАЛЬНА, MEAE s MAER, BAAR» 次 
RET n 次 的 敬 可 以 用 所 的 =- 1 次 多 项 式 表 示 出 来 ， 
杠 据 遍 莱 -哈密 顿 定 再， 我 们 已 炳 
Атна A'a = 0 


由 此 有 

A= -a A 一 Ca (2—49) 
k ЖЕҢ, AH z KRATRAR- 1) БАЛШЕ. 0 
Ех 

Ати А-а A аА – . – а, 1) 


= - аА" - а, А а, А 
= а.а AT] ъа, Атк ва, Г) — а, As"! — 
а А 
= (` 0) 4971 L (аза, a de + 
w + (аа, a) А +а,а,ї 
RER, Ао + ОАЫ НА BJ G- DAKETA Жолу H 
Ж. E, Аан K A IB КАКЕН ИРДЕНЕ {ДК — 1) K 


多 项 式 表 示 出 来 ， 
利用 以 上 绪论， 我 们 工 能 推导 矩阵 指数 的 多 项 式 表 示 式 ， 
REE A 
4—1 Мс U 
ЛИШЕТ т 
= lim У (2—50) 


我 们 把 上 和 式 中 的 А”, Ati..." 用 它们 种 自 的 (wx — 1) 008720 
AERE, ищ 


— 90 一 
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ШАШУ Щщ 


#— I 


At = 5 G,,A: (EZ n) (2—51) 
i= . 
就 得 到 
М А A: № й | 
_ w' 1 i 
да бе. М C 
= Б i 
КА 2\\ ËI )A 
= ny 
日 一 上 N C 
二 I K үш 
= YU f Ё! v 
i=] £= 
= P f ЕРМА Жр ыд Т" 
式 中 
C 
= 1 Åi 
byi = TU e 


将 上 述 结 果 代 六 方程 【2 一 50) ， 得 


р" = lim th,l + TOPE + +... 十 Ру, 2. А" у 
N — >a 


= Í 4 5 A+ + h А" (2—52) 
式 中 
$a Ш fy; (¿= 0, l,e, #9 — 1) 
К-ка 


AAEE е 的 多 项 式 表示 式 。 此 式 的 含 光 是 ，?# rZ 
阵 女 的 矩 涟 指数 再 以 用 一 个 关于 4 的 -1) 次 多 项 式 表 示 出 
来 ， 其 中 的 系数 2, ТЮШЕ АЛЫЕ. 

3， 虐 阵 指 数 的 计算 

计算 些 阵 指数 ， 和 具体 地 说 ， 就 是 根据 给 定 的 给 阵 二 把 方程 
{2 一 52) 中 的 所 有 系数 6; 确定 出 来 。 我们 举 一 个 坑 子 先 说 明 计 
算 方法 ， 然 后 解释 理论 根据 。 

113 ЖЖ {НД e, А 
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a-f 0 1) 
бый а 
Е PEAR? 阶 方 际 ， 利 用 方程 心 一 52) 有 
еб + A 
我 们 已 知 二 的 特征 值 分 别 为 
i=—1 д,= — 2 


把 方程 (2- 一 52) p AA {ХЕ А 和 24, ДН ЈО 
1， 得 到 下 列 两 个 方程 
ET =ó — Ё, 
FE = b, 2A, 
联 立 求解 ， 可 得 
by Dh = 67? por cme" 
将 上 列 结果 代入 “4 的 卖 示 式 ， 最 后 求 出 
二 
- | DE pe 6 s | 
二 
HERTTUA. SIERE AK s 个 特征 秆 А.А, nA E 
不 相等 时 ， 求 第 阵 指数 的 步骤 如 下 : 
(1) SH Je (2 一 52) ， 即 和 矩阵 指数 的 多 项 式 岩 示 
Ås; 
(2) 把 方程 (2—52) ФАЛИ А В и 个 
特征 值 ， 单 位 矩阵 I RAL, 得 *# 个 代数 方程 
з= b tA +. tA Gl, 2,..,#) 
(2—53) 
(3) 联 立 求解 上 列 ?个 方程 ， 求 出 所 有 的 系数 Ó 
(4) 将 系数 6, 代入 方程 《2 一 52) ， 册 得 矩阵 指数 汪 ， 
现在 我 们 来 说 明 土 述 算 法 的 根据 ， 由 定义 有 
А А А" 


@ =] Ағ р 
21 31 #] 
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М 
: At | 
s lim 2 (2—54) 


(比较 方程 2 一 50) 。 依照 矩阵 也 前 特征 方程 (2 一 45) 

A" аА" — +++ „== 0) 
可 将 2" 表 为 4 的 (4 一 次 多 项 式 ， 即 

A= aad аА" ... — mz, (2—55) 
‘比较 方程 2 一 49) 。 不 难 推 知 А (427) 都 可 表 为 4 的 
(4 一 1) 次 多 项 式 ， 而 且 和 41087 n) 的 多 项 式 表 示 式 有 相同 的 
RA MO | 

= УС (2—56) ` 


(比较 方程 2 一 51) , WIE (2—56) 代入 方程 (2—54), 
这 样 就 可 把 2 OR S A BJ t# 一 1) KEMA, PFE À НЕЕ 
A i IE E, 

藉以 上 的 说 明显 然 可 知 ， 这 辣 推 导 ¿22 的 多 项 式 表示 式 的 
根据 和 步骤 是 完全 一 样 的 ， 因 此 ， 只 要 A EAKR. MA 
e 和 的 多 项 式 卖 示 式 就 会 有 相亲 的 系数 2, EH 

P= hth Atoe A (Qa Arda e A (2—5Т) 

《比较 方程 2 一 52) 。 所 以 说 ， 我 们 可 以 把 方程 〈2 —52) 中 
HARRER АЈ z 个 特征 值 ， 并 据 此 将 # 个 系数 6; 计 
算出 来 . 

在 这 里 尖 两 个 问题 需要 说 明 ， | 

(1› ИЙ eA BiS se” 的 步骤 完全 相同 ， 只 不 过 用 米 
计算 系数 Р, 的 # 个 方程 (2 一 53》 应 相应 变 为 
B= EA CA! (2—58) 
НФЈ СОЮ £ ШИ, 
例 14 R e“, Hp 


йы ым 
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解 这 时 求 系数 2 的 两 个 方程 是 《参见 上 人 二) 
e= h GD – б E 
et = h (t) — 26 CD) 
由 此 可 解 出 
0 (f) ае, д Се 
因而 得 
а. PeT — e 67—470 
° Kasa — et + Г J 
(2) ЧЕ A BU ШЕ y ОН, ХУН (2 一 
58) 的 个 数 将 不 够 *， 因 此 不 能 把 所 有 的 2,00. AO, e 
(六 上 唯 一 地 确定 出 来 。 棚 如 说 ， 才 的 等 征 方程 有 个 三 重 科 4, 
IMAHE (2 一 58) ARA -DETE TERUNA E 
№ НЕ 
EU 50 y A УА + t 6, (А! 
两 端 求 导 (对 А) 一 次 及 二 次 所 得 的 两 个 方程 
fer = b (Ру + 2 СА toee + CB, A 
(2—59) 
gel = Db, (I + BP COA teet G#— 1) 

(#— 2) óna A (2—60) 
ki. MRES KEW 38, BATERIA py Fa I: ЯК 
T. 这样 一 来 ， 总 会 有 # 个 方程 足以 把 4600.5 0)... CD 
唯一 地 确定 出 来 ， 

例 15 OR с“, Hp 
0 1 0 
А=|о 0 11 
2 3 0 
RO ”由 于 才 的 特征 值 《 参 见 例 6) 
| 
这 时 方程 组 (2 一 58) 为 


94 一 
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gt = b tt) +2Ё,(1)у + 45, (t) 
et = b, (t> — 5, CD + 5, (z) 
方程 (2 一 59) 为 
іеї = B (t> — 25, (t) 
联 立 求解 上 述 三 个 方程 ， 可 得 
БС) = че“ + Be! + Bfe™ 


Bt) = уе” ~ 2 t + 31677) 
bD = ‚ч 二 
由 此 侄 得 
t= b (t I 5 DA bt? 
1 ü Ü ) 
= T GU в Вее Bte" | ð 1 O 
“0 0 1) 
г 1 g>‘ 
+ э (22 - 227 + е Ü 0 1 | 
~A 3 0, 
{0 0 1) 
+ (e° — Ei 317”) | 2 a 0 | 
.0 2 3. 


"+ (B+ be 2e% (2— 3)? 
De — (B+ De detl (5— 30) z 
Aeta 《一 
Sk sS À 
2е#—(2—34)67* | 
Ae (5 - З) 
UERN Y Rh PA ШИ ЧИНА. ИШЕТ. 
HANTE ЖШ Д ДОРЕ, BA p E 25 ЕРИ RERA HSE R ШЕ 


1 
9 


— 
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阵 指 数 的 近似 志 达 式 ， 但 不 需 计 算 和 矩阵 的 特征 信和 是 其 优点 。 其 
余 三 种 方法 都 需要 计算 矩阵 的 特征 值 ， 但 可 求 出 封闭 形式 的 解 
是 其 优点 。 就 一 般 情 况 说 ， 待 定 系 数 法 的 计算 量 相 对 小 些 ， 宜 
FRH. 


第 三 节 ” 非 齐 次 状态 方程 的 解 


首先 ， 我 们 复习 一 下 求解 纯 量 微分 方程 


R= Axt Ë, we = x (t) (3—1) 
PAS CE IB lk. ЯН, ERI ОРЕ 

x= — пх 
BJ E A 

хз gent (3—2) 
其 中 * Н, RESA EGR, i c 是 叶 间 的 函数 ， 即 设 方 
程 (3—1) JE 

x (t) = с (yes (3—3) 
其 中 сфр Јр ЖК. 将 等 式 (3—3) 代入 方程 《3 一 
1), # 

х) = е0) 69 d ас) er = ас Eye" z фи (Г 
化 简 后 有 

e Cl Бы CT) 
Aumo 

c (t) = f e-e byl drt es (t) (3—4) 


MA y h НОЕ 和 <) 其 日 的 在 于 满足 方程 (3 一 1)》 的 初 
始 条 件 . 把 《3 一 4)》 代 六 《3 一 3》， 得 方程 《3 一 1) 的 
和 通 解 为 

хОу = er me (f + ef еса Pu (T) dr 


—= 66 一 
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= Не (uy P реч? Со) dr (3—5) 
їй 
上 式 右 端 第 一 项 代表 初始 条 件 引 起 的 栅 应 ， 第 二 项 代表 输入 
n G) | АУЛАУ, 
KUR REK BL PEA ik, БИТЕ ЖЕ ЖОЕ e X l) a 
КЛ i Pr 
X= AX i Bz, X)| „= ХО) (5—6) 
AIER. PXA zs 维 回 量 ,# 为 m ШШШ, AA аха 
RREI, BA nx m 币 系 数 末 阵 。 由 于 它 欧 齐 试 方 竹 


X = АХ 

ЖЕ 
ХО) = 2 Ç 

Ж БН РЕ, ШЕК y: 3—6) 有 解 
ас (3—7) 


арз (3—77) ДААТ (3—6 ›, H 
Хау=лЛАг."Сау+е"Сау= AzA:'C (D + Вий) 
化 简 后 得 
C (t) = 


Ен 19 
Сз Је Вас) de + eoX а) (3—8) 
H (3—8) EAR (3—7), BRADE (3—6) Д 
ЛЕ A 
X = 46-0m X (1) — f ae Baz) da (3—9) 
ELERT, BU dEjF 2 2 РЕЗА ЛЕТИ. ВДА 
- вте, PJ E A АЯ А АВАК X GO 到 时 刻 + ВУК Ж 


(的 转移 ， 非 常 重要 ， 以 后 经 常 要 用 ， 
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B 求 非 齐 次 状态 方程 
BJE ИШЕ. ЕВ 
KA. ЗІС) 4838 é= ОЛАУ ТАГОР, 
Е kE 


[1 
RERA 26?， 已 经 知道 〈 参 看 第 二 和 节 中 例 1) 
а ё" 一 ú 
0) a 
把 它 信 入 状态 转移 方程 C3-99). Jte 4,=0,1Е 
xa 6 Д eeoa 
"u Qa. | 
е ре р 060] 
{ПШ Н] AAA В ЖЕ А ЖЕЕ ЗЕГЕ Ka y E, S 
РВУ =0 的 状态 转移 方程 ， 然 后 适当 地 改变 初始 条 


件 ， 就 能 得 到 一 般 初 始 条 件 下 的 状态 转移 方程 (3 一 9) 。 县 
Жая, HARE. 


HAT ”状态 转移 矩阵 


考察 状态 转移 方程 (3 一 9) ， 看 出 它 由 两 项 组 成 ， 头 一 
项 代表 初始 条 件 Ха) 引起 的 响应 ， 第 二 项 代表 输入 nC) 5] 
起 的 哨 上 应， 侣 起 来 描述 系统 从 初 态 到 任意 状态 的 转移 . 其 中 
X (CD 、B 、x 的 都 是 给 定量 ， 起 关键 作用 的 是 矩阵 指 数 。 
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这 一 点 ， 当 输入 0) :0 时 尤其 看 得 清楚 。 那 时 ， 状 态 的 转移 
完全 由 和 握 阵 指数 决定 ， 因 此 ， 有 必要 对 定 隆 指数 “Q 作 进 一 步 
的 研究 。 

4'1 ж bk EE S; Sk 05 ЕНЕ ЕЕЕ 

EILH THREE RME ERRA е s RE — ЫЕ 
ЕА ИАР ЕЕ, НЛ ЗАА ЈА, 


в“ | кең (4—1) 
式 中 了 代表 与 矩阵 有 4 同 阶 的 单位 矩阵 下面 就 来 说 明 等 式 
(4—1) 的 道理 。 


解决 线性 系统 的 问题 时 ， 夫 加 原理 具有 十 分 重要 的 意义 . 
为 简明 起 见 ， 在 以 下 的 讨论 中 ， 设 矩阵 妇 4 是 2 И ЖОНЕ. 
我 们 说 ， 对 于 线性 向 量 微 分 方程 


Х = АХ (4—2) 
不 论 其 初 妨 条 件 如 何 ， 根 据 合 加 原理 上 只 要 求 出 初始 条 件 分 别 为 

EADAR i | xs (0)1_ ро __ 

РНЫ НИЕ НЫН „ж. 


的 两 组 解 就 行 了 ， 内 为 ， 设 对 应 于 第 一 组 与 第 二 组 初始 条 件 ， 
方程 (4—2) 的 解 分 别 为 


[ох (D) x A _ 
| wa (D1), | АУ; (2—4) 


则 由 于 
Law h Law li] e 
而 方程 (4—2) 对 于 任意 初始 条 件 的 解 可 以 写成 


x Ct) — x (Cf) х, УН 
ao =i zaja [| |= 


一 | хорс у 0 ) 下 х Хб 0 | 
хаб 0 ) ра Xoki х,( 0 ) 


а тта НОНА а. Е 7 а енн oF 
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={ Xu ху ]J[ х(0) 1 ú 
=| Xa kÉ) Xak È) | x. (Ú Ü ) (4—68) 


利用 方程 〈4 一 6) ， 我 们 要 说 明 两 个 问题 ， 第 一 ， 根 据 解 的 


E E wit) БЕ 
йи | к j ч—7) 


Br 以 由 关系 式 (4—5), # 
ё“! -3 | x (2) tl) 
r- ü 


kalf) xali 


1 0 
- (5 | |+! 


L. 
lt- 


Ф ТЕЗЕ ОЕ Е, ЛОНО, NARRE 
НЕКА О Y. ТН ВТЕ T SR 3 WEARER, 
ЕРЕ F I ВОТ, Ж, ЖЕРЕ ЖИ e B PE bk ЛУ 
程 
| žu (t) xa (D) 

хо (f) x, Ü (Eyl 


= | Fj a xı (t) a 


Aa Anlk x, CE) Xn) 


2.0) 00 
ар. Xa CE) TA 


(4—8) 
这 个 方程 在 前 面 〈 见 等 式 ] 一 18》 以 形式 


> Aet 


RA, MERMA MMMH, WTE 36 28YE3 Seiri, = 
ВЈЕРЕ Ж e“ KK AE БАУЛАР i. E EEM a zy h E 
(4—8) {ЕЗЛА ЖЕТ ЛГ bë BEBE HJ НИ. ЖОНИ Е, И 
ФАП GEER E. MWEE T If, 
例 1 ЖЕРИ 〈 见 第 三 节 例 1) 
„С т “ч 
Ü ë 
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Д ЕРО (4—8) K = 了 
解 ” 在 本 例 中 方程 【4 一 8 ) WELS 
4 [1 т Tò | 


dt 0 € J LO ë 
0 1][1 #-1] fo er 
p МІ {* | P a 
ЯА ШИН. м 
[1 er- f1 0 
É e j F i 
EARE, КА ЗЕБ НЕЕ, ШАШЫ zú £: 
#=0, HEHA EAA ИЧ ie ЖОЕ HT IE Z r ШР НИНЕ 
ЈАВНУ], 
4:2 线性 时 变 系 统 的 转移 矩阵 
考察 一 个 线性 时 变 系 统 
XI) = AG) X (O (4—9) 
HPA nx a WEE, сүзл] г ОЧ Ж, {ЕШ ҺЕ 
的 基础 上 ， 我 们 给 出 如 下 的 定义 ; 
ух axa fF 
У S Ki 2 х6, ËJ u Р, Ё | 
Ф (7, f) = ы Xal, fa) tt (1) 


g Kali і? Ха 0, Z.) ВЕТ fad | 


(4—10) 
其 中 第 £ 列 为 方程 〔41 一 9) 在 初始 条 件 
(хар ` ( O 5 
2 
адо 1 (4—11) 
кк д 
== |Ü = 
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下 的 解 ， 称 为 系统 (1—9) 的 转移 矩阵 ， 

转移 矩阵 有 时 也 韦 做 基本 符 阵 ， 但 有 时 也 把 任 一 满 秩 官 阵 
PG, id, АЖЕ ЭДЕТ (4—9) 的 解 (不 一 定 满 足 
初始 条 件 4 一 11) ， 就 称 为 基本 托 阵 ， 

例 2 给 定向 量 微分 方程 


. ЕЯ 
RHR HE, 
me AJ E RÚ ДАУИРИ ИЕТ ЭРЧ E 
中 („ә = [е cos (£ 一 人 9 | 和 


er sin (Ct ~ й) 


= 


ГЫТ __ 
DCE i) = | ё sin (+ е 


at cosi — L 


是 原 方 程 的 解 ， 又 因 
Q (t, #,) = || Ф.К, К) A 


MARE EREA 
Ф) = a, "A — gtt sin (# т 
вен іт -- ғ) ёч cosit — te) 
若 初 始 时 刻 为 =0， 则 转移 矩阵 为 
P(N = Wd 一 | 
esini s'COSE 
KTHE, HERH TAAA, 
1. HERE ФО t) EERE Л E: 
pu, AUPE, 2), biota t) = І 
(4—12) 
由 转移 矩阵 的 定义 并 根据 又 加 永 理 可 知 ， 上 方程 (4—9) ED 
RRI ORAR, BATA (4—6), БУЗ 


=n = 
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X (ü) = ФО, УХ (t) (4—13) 
将 .上 上 起 代入 方程 《4 一 9) ， 移 项 后 得 
rb, – 400 (š DIX = Ü 
由 于 ХО) 是 任意 的 ， 要 上 述 关系 式 成 立 , 其 充 要 条 件 是 
PCi, 1,) W E BEF 002 y RE: 
Pi £) = AND t.) 
LE t=, BF, W Ху = PeX GD X £ BH 


(i, Е І 
2. НЕ 3 = 3 A S АЈРЕ Л, ИГ. 
(1) Paip (4—14) 
(2) ФР) = bir, DPG. 3) (4—15) 
(3) @ (t. 24) = b (to) (4—18) 
Е (1) PERR EXER ТЕШ (2) 可 以 让 明 


Ж Е. 
根据 方程 (4 一 13) ， 有 
XG) =Ф( 1) X (G) 
X GQ) = bt, 1) X (h) 
X GQ) = Фи, t) X (t) 
将 上 列 三 式 结 合 起 来 ， 得 
Хо = Фи, EPK = POX Ct.) 
所 以 
Фи», = PaB) ti—17} 
РЕЙ (30 的 证 明 可 以 利用 人 性质 (2)， 在 等 式 〈4 一 17) 
рӯ йе [8] ЖБ po (Ge 41), 得 
DP 1) = ФС, t.) 
取 = 并 利用 性 质 1》 ， 则 车 式 变 为 
ФО O PPE 29 = ФО, K) 
将 上 上 式 中 的 1, 改 为 1, 再 求 道 ， 就 得 到 性 质 (3), 
例 3 试 就 例 2 中 的 转移 目 阵 
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фер, t) = ү м — g" usin (i 4) j 
etsin (£ — t) 
验证 下 心 妇 的 三 项 性 质 ， 
Ж: 


(J) 将 bó tO Нр г {БЕ 1, 得 


Фа, = [2090 = е ч | 1 | 

ersin e cos Ü 1 

(2) Jia IE f 
(i,t) P(t, h) 


et соз li — k) 


_ чс Е 
et nsin(t — H) er соб (Ё 1) 
[соз (i f } w: АШЫГ Т — і) 


Төв (t, 2 і.) а — Р) 


_ и {соѕ (1 – ѓ,)соѕ (Ё, – Р) — sin(£— š )sin(# -1)} 
в 20ге (2 ~ tcostt — tO + ecos — 5) 51П (i — й) } 
— gt со5 (1—0) sing — B) + sin(£ — #YCos(#, — l) ) 
Ti р isindi, — f + Cos(1-—)cos(i 一 有 | 
К 8 £O — e "6 1п( — 1) 1 
нүп (f — +,) 
= (D (z, 1.) 
(3) ЖЕНЕ Ram АЧАА Я. A 
Фе, =. р | с сЕ | 
-a tusin (Р) e cosi — h) 
2 | 17 60803 — Ф) = etsin (ғ 一 к 


eta tsin (Z, — #) tricos (ғ, — t) 
= b (t, z) 


HEJM, НЛА = S PEB PHEA, — 4 s 
BEBE AS Z; Нур, 


发 现 转移 惩 阵 的 三 项 性 质 ， 对 它 的 理解 就 更 深入 了 。 转 向 
— 104 一 
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年 阵 本 身 实 际 上 是 描述 * АЕ 


| 1 | - 01 广电 \ 
oj 1 K 
„ЁТ е, 0 ， “a=. p | (4—18) 
: | : | + | 
К! . 0 2, кү 


随 着 时 间 # 0336845. HEIE 中 t,t) 可 以 写成 

Фи, н [b O. Р), Palt, А), 6, DP CF, 600 
其 中 pCi, OC М), Ф, 3 ФО, А) BJ n УИ 
E ЛЕЛЕ БЛ 时 刻 的 各 个 基 疝 量 到 时 刻 + 所 转移 到 达 的 
状态 。 系 统 的 任何 初 态 都 可 以 通过 基 向 量 组 《4 一 18) ЮЕ 
Ht; 

A (h) = x (b е х, С) + + X. (t) e, 
ИШ, RESIES, ЖЕКЕН! 的 状态 为 

Хе) = Ct, fy x (to) A C, ED es (to) +з 


ъф, (2, А) х. СА) (4—19) 
ИЖ РЕА Жл 
| хаб) wilt, ] s е 
жо |.| > < C) +! х0, fad х СА) + 
. 00) E x. (t, t.) ENAP 
хы, 
„ Felst) Xaia) 
| х, ds tn) | 
(4—20) 


хаб) ally В) nt, TY. 7 хо) | 
ЕЕ хы, Poh MX (F, P) Xan Ea to) | хт) | 


k " РЧ | т 
` x (U, і) Xyah Ës РХ ОЁ, fa A x Ci.) | 


或 照 以 前 的 写法 ， 简 记 为 


XD = b (z, 1.) X (t,) (4—21) 
以 上 的 结果 清楚 表明 , 系统 的 状态 转移 是 借助 矩阵 P, t) 
— 105 
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KRME РТЫ Pa, ЩЕ Ере, HAERE ФС, г) 作用 
于 系统 í, 时刻 的 状态 X ог, 就 把 系统 转移 到 于 刻 1 的 状态 
世 ( 门 ， 这 种 转移 可 以 分 两 步 来 完成 ， 从 5 到 ; 的 转移 和 上 
到 + 的 转移 ， 它 与 直接 从 1, S 的 转移 应 是 相同 的 ， 所 以 
有 

Ф (1, ғ) = Ф, 5) Ф (1,1) 
ЧАЕМ г 的 状态 转移 到 г KRE, KA + 的 状态 转移 回 二 
的 状态 时 ， 应 保持 原来 的 状态 不 变 ， 所 以 有 

PD 1 =1 
或 

P'er, 1) = (z, Р) 

以 上 对 于 转移 矩阵 ФС, 1,) 的 讨论 完全 适用 于 矩阵 指数 

站， 因为 定常 系统 上 共 是 时 变 系统 的 特殊 情 总 而 已 


第 五 太 ”线性 时 变 系 统 状态 方程 的 解 


线性 时 变 系 统 的 状态 方程 的 一 般 形式 为 


KX=AK+BNn (5—1) 
式 中 Х--—т ШШ 
s—— т Жр 


AH 一 一 x XxX# rapp 

B(#)-—--# >x m [Н 
ЖЕЕ AOM Во) BS 2 ГЕ р aj АЈА Et E 56 Wi 
数 .。 解 方程 (5—1) 的 步 标 是 先 求 它 齐 次 方程 的 解 ， 即 状态 
转移 第 阵 ， 然 后 再 求 通 解 和 满足 特定 初始 条 忻 的 特 解 ， 

5:1 状态 转移 第 阵 的 表达 式 

ВЕ ENE 

Х= А()Х (5—2) 

的 解 。 先 看 数量 方程 
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= (5-—3) 
HR, ИЛЫ. WELA m fE 

x (D) = сб Ст) р) 
将 方程 (5—2) 与 方程 (5—3) Ж, 方程 (5—2) 的 
解 似 应 为 

Хау = A (r) dr. x) (5—4) 
但 与 数量 方程 的 情况 不 同 ， 上 式 不 一 定 对 ， 要 它 成 立 还 得 加 条 
FF. 

ТЕНЕ ЗЕЙ Н ЕУ. BEFA (5—4) 展开， 得 


і і š 
Х@)=|1+ fA drt е Ac dr] 
3 


1[ | | 
ЈА (т) dr] + e A OQ 


(5—5) 
РАЛА! 求 导数 ， 利 用 矩阵 的 求 导 公式 〈 见 附录 公式 工 一 5， 
将 那里 的 4 和 3B 都 看 成 Y) 


d м o yen dY(D ЗҮ) 
-了 一 у (yard + g t (D) 


可 得 


žo sfa пу LJA о | Ас) а 


+ f AG) dr- AD | + хаз 
š (5—6) 
将 以 上 两 让 (5—5) ЯП (5—6) 直接 代入 方程 (5—2) 


可 以 看 出 等 号 一 般 并 不 成 立 ， 但 是 车 AOS | Adr [ЗЕ 


10 


koner - т к<-.. . m f ` . н . s т =. mr =," 
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换 的 ， 即 等 式 


A (t) J Аб) drs [А (т) йт. ACY) 
fÚ ЫШ 
成 立 ， 那 么 方程 【5 一 6) BH 


KOS] ADIA [ас ае) х 


fa 


= 443) [1+ Í Ac 4т + |x eo 
гй 


= A NY 
MEER (5 — 4) RAES (5 一 2) WRT. FEE 


£ 


分 析 一 下 AG) 与 Ade 可 交换 的 条 件 ， 为 此 必须 


і 


AW) [Ас йе w Гас dre АС) 


ЫП їр 


= (Аа) AG) АС) АО) дт = 0 


ғр 
AERA з. ЯП, GAHE A 和 ia ЗК 
ADAI = A( 401) (5— T} 


RE, MAOI] 4(rp)dr 是 可 交换 的 。 到 此 ， 我 们 得 到 如 下 


区 结果. 

BAE 《5 一 7) 对 任意 的 时 间 2, 和 ¿pk rh, RER 
(5 一 4) 是 方程 (5 一 2) 的 和 解 。 这 上 时， 系统 的 状态 转移 着 
阵 由 下 式 给 出 

Pir, t.) _ J AG) ат _ Н | Ac dr 


f 


— 108 一 


кы — 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


1 йй i 1 И Í 
arl) А (т) dr . (т) dz] зн 
(5—8) 
— ЕНИ, АЕ ЖОН ИИО, ВЛАЕ 35 ЖН ЖК 
ШИ Жл. HEER F. AE TRER. 
例 1 系统 的 状态 方程 为 


Х= АС) Х 
其 中 
лој“ трт 
` Ü 0 
求 系统 的 转移 矩阵 ， 
解 ” 因 为 


жин [ шне 1 = 
ps Gir | с з) 
0 0 А 0 0 
=0= 10) А41) 
满足 可 交换 性 条 件 〈5 一 7) ， 所 以 系统 的 转移 矩阵 由 公式 
(5—8) 给 出 ， 即 


f 7 — ИЕ 
Фо) ент ру Щ (т+1)° |+ 
к 0 0 
1 í 1 у 
十 — 一 2 г 
alilo D 1-1 Ч 
其 中 
Ti ad] Ё 
{ kD” ia (2+1), +1) 
| 
“lo 0 2 A0 Ü 
ПЛ] 
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0 іт Y 

| GIDATD| шо (k=2,3,.) 
0 0 | 

将 上 述 绪 果 代 入 ФО, г) Кз. # 


l ора. 
seo | ке S 


о ıd lo 0 ) 
1 еа 
Ии 
`x Ü 1 


FARRER AC 不 满足 可 交换 性 条 性 (5 一 7) ， 则 利 
用 第 一 节 中 讲 过 的 王 次 通 近 渤 可 将 转移 矩阵 表示 成 如 韦 的 无 穷 
25 AN 


f ë kL 
Фа, =1- [AG dr+ [AGO [Асе дебе 


ty fü ч 


+ AG (Асо | аайы 


пра (5—9) 
МА (2) INJ 44 3 8 ERA 2 C [Н) М1 ARAH, ЕАК Ер 
HAJ., HEARR, 19 


BH) = А) > Ай) JAG dr, 


ЫП 
t 


+AG JAGD Í Ac) dndrt 
= Ав) ! + Í Ale) ат, 
Q 
+ Í AC Астат + | 
Т ТА 


= 
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= ADP Р) 
Н Бн АН р КАО, ЕЛ r, AR 
ФО “5 一 9) MERR RAE Н И РЕ ФО, г). RM 
(5—9) 党 称 为 应 亚 诺 - 贝 克 【Peano 一 Baker) 级 数 ， 
p2 ЖЕЛБА 


ERRER ФС, 10)， 
解 ” 这 个 系统 的 系数 年 阵 AG) 不满 是 可 交换 性 条 和 件 


(5—7), Bj 


Асаб) = |0 A „ж | 


1 


дала) = |1 | лы A 


AGD AGD 
所 以 我 作用 公式 (5—9) R Pi). j 


N Е 0 17, fÒ t-t 
ЛА dr ШЕ ч р Le- | 


Éq Ит 

f тч 

"о il più 1 _ 
(U IJAE Jaa 
fü fu 


„г 14.0 түй \ 
= [| „100 = (ri D 1: 
+ 

i 5 


E 1 


g Перу) | 
| 0 r bj 


= 


козь 
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(1 allo -R 
Фа» t) =| A ЖШ 
к Ü 1 ) 3 0 gY — й) 
Ë a-ya 
-J- | + ++» 
E gt рву? 
| ЖЕ: (1 — р) 
1 (T) + == Cf) tt 2 + ü 
| ЗИ | 
‚0 1+0 -+U 一 有) 十 ) 
5.2 нен 
现在 来 求解 状态 方 
pe = ÁX + а (5—10) 
采用 与 定常 情况 相同 的 方法 套数 变 值 法 ， 设 方程 的 解 为 
RP Ci C3—11» 


将 它 代 入 方程 (5 一 10; ， 可 得 
Хез = Фе, CO + BDC) 
= ÄH NICO + DH L) C COD 
= AG (e. tC (2) + Bali) 


由 此 有 
Dt, AY = B(tysg (1) 
CO = Pi, tO BD (t) 
两 端 积分 得 


Са) = С) + jo (т, i) В(т)иб(т}4т 


Ып 


Зу ЕД Ж. ЖЕРД СаО = XG. AZA 《5 一 
11) 得 方程 的 解 为 


XG) = Фо, ХС) + ФО, А) |D BCe dr 


їй 


= 112 — 


— "mr 
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=b (L I. YX (l) к] Фе, ND, 7) B(r)a(z)dar 


iù 


= ФО) ХО) | Фа, 2) В (туят) т (6—12) 


ДХ АЛЕН ЛЕ Ж (5—10) UREE DE, EAR F, 
Pei = #4, ERER 加 (iyi Яй ФО, т) ЯҢ hb Hh 3А 
成 е^ 和， 就 得 到 定常 系统 的 状态 转移 方程 〈 参 看 
第 三 节 中 方程 3 一 9) . 

方程 (5—10) 的 解 ， 除 一 些 篇 单 情况 ,一般 是 很 难 写 成 


ФИА Н). 
0113 ЖА 
х 0 етта х 1 
НЕ је 
00; 
的 状态 转移 方程 。 甚 四 10 ~ 向 是 从 t, Ө ЭЗЕ КЁ TG БИКӘ 
т. 


Ж 在 例 1 已 经 异 由 系统 的 转移 定 阵 为 


ia 507 | 
ten з ЫШ 
~ Ü 1 


REHE (5—12 . Ш 


БОЕ s 7 E Xia) 
ЖК. = (Pa 1) Ct, l. 1) 
| 0 1 ЖОГ) I 
E то Y 1 
+j Et GEED | | (r— td r 
к 1 А1. 
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2777. тиг = 
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To Ë — fe Р 
_ X KE А TEES TETA | 
хс) РА 
r ECE iy Žal 
7% 1 En 
ы (#15 р за: | 
А TEE | 
| £ ‚| E h / Sakha) i +1 ч 
Ы 
| 22 CE) + Ё) 


第 六 沿线 性 离散 系统 状态 方程 的 解 


现在 米 研 究 离散 系统 ， 设 其 状态 方程 为 
KIOE TIYTI = AXT) + Bg (ET) 
A Х{(А4Т)-——л 维 状态 变量 
(kT) 一 一 上 维 给 入 函数 
A- nxn БУН 
B—-— nxm 常数 矩阵 
在 这 一 节 中 我 们 要 研究 两 个 问题 ， 即 上 述 定 常 离散 状态 方 
程 的 解 以 及 连续 状态 方程 
X = AX + Ви 
的 离散 化 ， 分 别 叙 述 如 下 ， 
6 .1 离散 状 疙 转移 方程 
首先 复习 一 十 差分 方程 ， 它 订 用 递 推 法 求解 ， 举 例 说 明 如 


|» 
11 求 纯 量 半分 方程 
x(Ë+ D +2x(E) =2, х(0) = 0 (6—1) 
的 解 。 
解 ” 利 用 递 推 法 ， 在 方程 〈6 一 1) 中 分 别 令 &=0.1,2, 
一 ]14 一 
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…， ШИТ НУ: 
х) = —2x(0) F 2 = 2 
х(2) Ss = 9) FD DX.T2E =2 
x(3y= (—2)%х(1)+(—2)х2+2=(—2)*%х2+(—2) 
х2-2= 6 
xR) = (– 9941) (2) 2х2 + +[—2)X%X2+2 
= 200 2) + (= 2) 6002) +17 


= 201 (- 2003 
1. НЕЕ НЕЕ САТИ IK S r ee: 
XC 1YT] = АХ(ЕТ) + BaT) (6—2) 
在 方程 中 依次 令 下 = 0, 1,2,…, 得 到 
X (T) = AX (05 + Bz (0) (6—3) 
XOT)= AXT) + Bz (T) (6—4) 
X GT) = AXT) + Bg (21) | (6—5) 


ХЕТ) = АХС(&-1)Т + BaL- 1T) (6—6) 
把 方程 (6—3) RA (6—4), ARETE (6 一 4) A 
入 【6 一 5) ， 如 此 继续 下 去 ， 则 由 以 上 各 方程 给 出 

X (T) = АХ (0) + Вх(0) 

X QT) = AK (0) + ABg(0) + Bz CT) 

XGT) = АХ (0) + ABe (0) + ABa(T) + Ва(2Т) 


X RTO = АХ (0) + A*-!Bzg(00) + At Bz CU 十- 
+ АВи(А-—2)Г1+ Ве (Ë — DTI 
#—1 
= AX (0) + А Ba GT) (6—7) 
¡=Ù 


方程 6 一 7) 结 当 了 方程 【6 一 2) 的 通 解 ， 称 为 离散 状 坊 
— 115 一 
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feb yE. EBAH, CAESA АЈ (5—12) Ж 


FLR, 
从 方程 《6 一 7 了) 可 以 看 出 ， 系 统 的 状态 转移 矩阵 是 
PET) = A: (б—8) 
ETER HA 


ФГС +1)Tl= APT), PO -I 
ВУНЕ, ЗШ 0 的 状态 到 = £T 的 状态 的 转移 ， 
利用 状态 转移 证 阵 可 将 方程 〈8 一 7 了 7) 改写 为 
Е—1 
Х(АТу=Ф(ЁТУХ (0) + 0 ө 11ТЛВИ@Т) 
i=l 
(6—95 
& =] 
= PETI X (0) + ФОТ) Bac C -j- DT) 
-=+ 
(6—10) 


2. Z 变换 法 ”现在 用 2 变换 法 来 解 离 艇 状态 方程 ， 在 以 
下 的 讨论 中 ， 为 简单 计 ， 我 们 最 工 = 1， 而 将 方程 《56 一 2) 
与 为 

X(ËE+1)= АХС) + Bg (&) (6——11) 
对 上 上 式 两 端 取 2 变换， 可 得 
yA is- gK = AX (z) + Bz (x) 
加 以 整理 后 ， 上 式 变 为 
(sÍ DX) = zX (0) + Ва (x) 
两 端 同 用 (x1 一 4A EFH, ФА 
X (z) = (sl — Ay D0 + izl- A) Ba (s) 
HR Z RW PE, IH 
X (E) = Z-!( (gI A (0) 


+Z rl A) Bg) 【6 一 -1 2 
比较 方程 (6 一 12) # (6—7) ， 应 有 


— 6 = 
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Яіс — A's] = A* (6—13) 
А — і 


-IT 一 Ау Ви (x) = Ati Ba G) (6—14) 


i= 


这 是 不 难 证 实 的 ， 县 体 作 法 如 了 。 到 A* 的 < 变换 ， 竺 


7{А%у= лм =] + Ав + Atg t+ -e (6—15) 
k= T 
RMAs ERRERA, 5 
Ае AS = Ае Agt 4 Ав 《6 一 了 
ЖОВ (6—15) 0 ЈЕ (6—16), ЖЩ 
(Т— Авс!) ‹А*у = I 
в ZCA, {} 
ZAS = CT As = (Т cy- 
于 是 
A*= Z-!r (s] — A 7157 
这 就 是 等 式 (6—13) , MER i BH $ A (6—14) , REFI 


-i 
Уу Ari Ва ООУ ЕЙ. 48 
P=} 
Ё—1 ез k—1 
21а Bea | = У) Budi) аА 
=й 7 == 


= УСА Bu (0) 57% + A*t Beila t 
& = 1 
十 At Ваду 4 


Кат 


= 3⁄4 Ba (0) z t + $ АКТ? йи(1)ж7* 


&=! А=@ 
+ Y At Ba (2)x А+ 
L= 
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= ЭА” Be (0) + PAI Be ta (D s"! 


k=] £=! 


+ $A Beta (2) wT + 
£=! 


Саз 


= $ ABe E Cu (0) аа (зв аук в. 
k=]! 


= Ука Ba Du (k) et 
£=! | k= 
= (I — As) T's Ba (z) 
= {&1— A}! Bg (z) 
对 上 式 两 MEA Z gwT, 就 是 等 式 Gld, 在 序列 


5—1 


D Ati Bach, 4 的 指数 人- 一 1 一 定 大 于 和 ， 所 以 在 上 面 


的 推导 过 程 中 ， 我 们 相应 地 把 各 个 和 式 中 的 求 和 下 界 出 £= 0 
变 为 有 = 1,2,3,…， 熟 习 Z 变换 的 读者 ， 可 以 利用 折 积 公式 推 
导 上 面 的 结果 ， 更 为 简单 。 
例 2 系统 的 状态 方程 为 
Х(ё+1)у= AX (E) + Bz (&) 


_[ O 1 fi 
A e Е: в- [1] 
рду 1 

х = |а] 


ARRARIR a 352 В БЕЯ? z (&) = 1 时 方程 的 解 ， 
解 ” 为 便于 比较 ， 下 面 用 递 推 法 和 ZZ 变换 法 两 种 方法 求 
Ж. 


式 中 


(1) 先 用 弟 推 潜 ， 出 等 式 (6 一 8)， 系 统 的 状态 转移 拭 
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EF 


0 р 
k= 
Ак |0 ЕТ 


а 


НЕННЕ, п АДУ Б P kB Jy BS E 934 
fü BFF. Эй. sP KOR HUH АНУ ИЕНА, = —0.2,4,= — 0.8: 
RR H TAE AO EBE, RA (2—21) BB) 5 HE Н 


H 148 
р-'АР=-_| _| ЕИ Р" КОЕР .. 
= os КЕР j 
-[ 02 . 
利用 公式 
А*=Р(Р—!АР)*Р"! 
又 可 得 


因为 


— 119 一 
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„if 42-9 5 CE — 7) _ 


0.86 72) -dy 
将 £= (-0.2)*, ў-(-—0,8)* 代入 上 式 ， 纺 出 系统 的 状态 转 
F> ЕЕ 
л + | 4(—0.2)*5*—(—0,8)* 
31—0.8‹—-0,2)*+0,8(—0,8)^ 
54 —0.2)*— 9-0,8) | 
— (0.2)yt + 4(-—- 0.855 
ТЕЖЕУ ТЕНЕ. RRN (6—10), EH H А T = 1, 
PET) = Ax, 可 得 
k-i 
X (Ё) = ААХ (оу + ABa (4 = 7 = 1) (6—18) 
# =й 


我 们 先 算 上 式 右 端的 第 二 项 ， 以 
А p| 92 心 | 


0 (— 0,8): 
FN 
#{k-j-i)=1, j=0,1,2,.., &— 1 
代入 可 得 
Ё — 1 
1 4; r = fí! O {-0.2 0 B 
248 4 jD=P 01.0702 Ea] 
一 | Ü | _ 
‚| 0 Совт? ! B 
= к (0.2) +. +4— 0,2347! 
Ü 
I Р-ев 
1-4-0, 8) +-+ (— 0,8047! 
(1 — (— 0.2) * 
5 1.2 0 | 
Е 0 1-С-0,8)* е 
| 1.8 
— 120 一 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. Ё і пергі пі. com. cn 


利用 上 商 的 公式 (6 一 17), 记 &=11450.®* „_1-(—0.8) 


1.2 1,8 
得 到 
*#—1Ї 
15 一 5 人 SS 一 2 seil 
DBack -i-1) -1| Í 2 1) 
j= 3 50.8062) = тш A] 
- | 35 — 27 | 
—0.6ё ! 1.67 
Ee ку 10, _ TEER 
A кве L... 
z (0.2) 947 0.8) ' ia | 


XFA (6-18) 右上 端的 第 一 项 为 
AX (0) -Lf 4‹—0,2)›*5— (—0.8)* 
“`= 0.B8(- 0.2) + 0.8(- 0.87% 
рн e j 1) 
-(—0,2)*+4(—0,8)* 4>- 1 
оиса | 
0 2(—0,2)5—3,2(—-0.8)* 


将 以 上 结果 代入 等 式 (6 一 18)， 得 方程 的 解 为 


ч) -|: 1 e ш 
i ee а Ра Š тш 
r (- 0.2) оО р 


(2) 以 下 使 用 zZ 变换 法 。 由 公式 (6 一 13), 系统 的 状态 转 
[8 
Zt F(T -Ag 
{ЕИ ЖЖЖ. HAT 


T с __: x T i = 
о Еее м 


“= [21 == 
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Е А 1 
i и (5 +0,2) (5+ 0.8) 


т 
= +Ü, те . 8) (% A: 0.2) (% + 0.8) ° 


4 __l1 _5 ____5_. 
1 *+й.2 540.8 ®»+0.2 +0,8 

сз 08 ,08 . 1 ,_4 
+0.23 5+0 =+0.2 ®—0,8 

因此 求 得 转移 矩阵 为 
A*= ССТ Ay 153 

4% л 5 > PE 
їл Ей? z+0.8 z402 ®+0,8| 

Е 32 _ 0,8» ñ ИЕ: x 45 
x+0.2 x+0.8  z+0.2 0 


-1] 46—6.2)4— (— 0,8) * 
0.80 0,2)4+0,8(- 0.8) * 
О ЕТ 
– (0.2) +40 0,8) 
下 面 用 公式 (6 一 12) 求 上 方程 的 解 ， 由 此 有 
Х()=7(Х(5)]—={&1— А) 'sX (0) + (®1— А) Вих) 
= (51 — Ay" (xA (0) + Bz (252 
HAli- 4) 已 经 算出 的 结果 ， 并 将 
хо = | е в= 11) z (5) = 一 二 - 
= 1), 1 5 — 1 


7 


КА FE oN ura 
=" 
&—1 
Хб) = G@GI- 4) | о 
5-1 


= =s 
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i (z? k 2) I 
(w+0. 2Y(z= +0.8)(z#— 15 


ü =se; 84) > | 


+0,2) (5+0. 8) (2-1) | 


| 

` 

bls diz 255 

{| 2+0.2 5+0.8 2-1 
18 10,2® _ 2® ү 7= 


510.2 510.8 2-1. 
对 上 式 求 和 的 道 变换 ， тее 
f 1 h £ р 
2 (0.2): + a = C 0.8) Ku 
ü 3.4 _ >” г 点 
Ez еы ы 


下 述 两 种 方法 的 繁 停 程度， 由 本 例 可 以 看 出 ， 征 大 臻 组 沼 
ВЈ, 

6-2 连续 状态 方程 的 离散 化 

有 时 为 了 计算 上 方便 起 见 ， 比 如 希望 采用 数字 计算 机 米 进 
行 计算 ， 往 往 把 连续 状态 方程 化 为 离散 状态 方程 。 常 用 的 方法 
有 项 种 ， 分 别 介绍 如 下， 

1， 线 性 时 变 系 统 状 态 方程 的 离 巩 化 设 系 统 稀 状态 方程 为 

ХО) = АХС) + BO) wf) (6—19) 

ОКЕ ЕЕЕ Е ТЛ ДЕТЕ А К. 通过 离 
ШЕ, ПД р ЕВЕ УНК a yE, КЕК, Ж] 
ЖЕНЕН ША, ЗЕТЕ REE RT ЗТ ТЩ (Е. 

我 他 利用 近似 等 式 ， 


A AT) (ХС tDTI-XGŒT)) (6—90) 


把 它 代 六 方程 上 一 19)》， 并 在 方程 06 一 19) 中 令 £= £T , IM 
P {ХГ&+1)Т-Х(ЁТ)у = AGT)X (ЁТ) 


— 123 -— 


А ~ = 
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+ BCT) (ЕТ) 


成 
АГ (#ё+1УГ = (PDT TARTYI RETY + TBOERTY (АТУ 
= A* (TOX CET) 1 ВЖЕТГ) (ЕТ) 
(6—21) 
г 
ATD = I+ TACET) (6—22) 
В*(АТу=ТВ(АТ) (6—23) 


方程 (6 一 21) 就 是 方程 (6 一 1 外 的 离散 化 方程 。 显然 ， 它 在 区 间 
ЕГ 1266 41)T 上 是 方程 6 一 19) БЛИЗ, ТАА 越 小 ， 
近似 程度 越 高 ， 至 于 方程 (6 一 21})， 它 本 身 是 个 向 量 闫 分 方程 ， 
可 以 用 弟 推 法 求解 . 
Юз 系统 的 状态 方程 为 
Хо) = АХО) + B(2 z (D 
其 中 


fo 50-79) РБ Бе 
ао = 5e 1) во = | aaral 


RECE FR 2: 88 A fil] ТЕ El 5 
109 = [0] xo = [0 | 


hy FE fE: ЕН ЭПА Е. 
Ж BT 0.210, IREA (6—22) 和 (6 一 23)， 得 出 


* __ 1 Q 0 5 (1-— = 5) 
aD = (0 Кк | 


* 2 5 Tas J 
l = 0.2| 0 5(1- ¿"5 


= et 
10 1—е* 
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将 以 上 结果 代入 方程 46 一 21 ， 则 得 离散 向 量 差 分 方程 


[олы | _ | 1 1 1] x СЕТ) | 
wt DOTI 10 77 x, (ET) 


+ [0 1 elean] 


其 中 工 =0.2 秒 。 取 ё=0,1,2, +» АЗЕ BJ А. РЕ ЖОП 
ВЕ. прин ЖЕН ЖТ. 


х\(0.2)] [J oro fi 1 
Еа НЕЕ | 
0 
0 


„хоса |= о оза) La) le 


ЕВ 1 td жол 
x, (0.62 .0 0.135Jl0.63 0 0.865111 


- | 


这 种 离散 化 方法 ， 比 较 简 单 ， 是 其 优点 ， 但 由 于 精确 度 不 
高 ， 即 使 在 采样 了 时刻 也 只 能 求 出 近似 值 ， 所 以 ， 对 于 线性 定常 
系统 ， 我 们 往往 使 用 下 述 的 离散 化 方法 。 | 
2. {Бн ААА Л ТЕН ЕН at 4k, 设 系统 的 状态 方程 为 
X = AX + Вя (6—24) 
它 的 状态 转移 方程 在 第 三 委 中 已 经 推 册 ， 即 方程 《3 一 9) ， 
重 写 如 下 : 


XG) = X Q) fet- Bulder (6—25) 


Е Б = АТ, ¿= (А+ 1)T， 得 
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(K +I 
Xr(Ë&+1)TJ= TX (kT) + IN АЧ B; (куйт 


ТЕ КАННЫ ЧЕЛЕК, В 
r= ЁГ ЕЕ 
代入 上 式 ， 得 


т 
ХС +1 Т) =T X (ЕГУ + | Bu (ЕТ + Ey dé 


0 


(6 — 25) 
GWARD C ЖЕ ЕЛ ИЙ, FEB p p RPE DJE 在 在 关 
А 
н(ЕГ +) = а(ЕТГУ = 0,1,2, (6—27) 


ЭБА 5 Ж (6— 25) ИЛЕУ 
T 
Xr((& + ТТІ TX (АТ) + ре В4&@ а СЕТ) 


0 


(6—28) 
当 工 到 定时 ， 在 上 式 中 ХОТУ wT) 前 面 的 量 都 是 常数 ， 
MZ hua E iA 
A(T) = r (6—29) 
T T 
B*(T) = [отвал = еВ (5—30) 


Ü 
m] Jy E (6—24) 的 离散 化 方 程 ， 
ХЕ DTI = А*(ТУХ(АТ) + Вж(Т)а(ЕТ) 
(6—31) 


[人 | 1 9 |+ (6—32) 
的 离散 化 表达 式 ， 
解 ” 外 方程 〈6 一 31) ， 所 求 的 离散 状态 方程 为 
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ХЕ‹Ё+ DTI = A* (TOX (RT) + B*e (T) 
其 中 的 AtA 8 弛 条 ?可 根据 方程 (6 一 29) 与 (6—30) #18 
(参看 第 三 节 的 例 ) , Вр 
Ае) нет |16 r 1] 


P 


T 


B* CT) = f Bat 


‚ДЕ 
[без 
将 以 上 结果 代入 方程 上 6 一 31) ， 得 离散 化 方程 
х (&+1)T)]_[1 7-1] x kT) . 
| | et |[ х,(АТ) | 


Е 


T] |] em (6—33) 


车 取 采 样 周 期 了 =1 秒 ， 贴 系统 的 离散 状态 方程 为 
x (&+1)] (1 1.718][х,(#) 0.718 
Ë = | 
在 线束 本 节 之 前 ， 才 要冲 明 下 述 两 个 问题 ， 
(1) ҢҢ Ар йя О?) ДЕ Г ЖЕЛЕ ШИК. BA E ЕТЕ (6—27) 
В, ТЭИ ike (6—31) 的 解 是 原 方 程 (6—24) 在 各 采样 时 
肇 的 准确 解 ， 不 是 近 拟 解 ， 这 与 亢 散 人 世 方 程 (6 一 21) 不 同 ， 因 
汐 ， 我 们 在 推演 方程 06—31) 的 过程 中 ， 一 直 没 有 应 用 过 近 伺 
表达 式 。 现 在 就 以 上 述 的 例 4 来 验证 此 一 说 法 的 正确 性 ， 
当 输 入 蚂 数 和 初始 条 忻 分 别 为 


x tO F F2 
g (Ë) = 1, үле) 
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ВУ, 110 ТЛЕ (6—32 的 准确 解 是 (参见 第 三 节 的 例 》 
2 1—1 | 
X (r) = [56и | | 
НК, ТЕ# ЖЕЕ Н] НЕ u Jë 
X (T) = еш (6—34) 


2T — 1 


下 一 步 我 们 来 求 方 程 (6 一 33) 的 解 ， 以 便 比 较 。 利 用 志春 法 ， 
и = 0,1,2, …， 和 并 代入 给 定 的 输入 范 数 和 初始 条 人 御 ， 则 
由 方程 得 出 


ERIGE A 
067) 
[жр] рр 


и а 
12677 1 


x (ЕТУ |+ 1 > Г жой 
x (T> J lo = g tur 1 


ü [ = (ha I) F е gg NT eT +1 | 
nah — {Т 
йж [= l 
Ы | 41-1 
_ Бе = Д 
iz] 


将 此 一 结果 与 等 式 (6 一 34) E ЖЕЕ. 


— 128 — 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


(2) 对 于 定常 系统 而 论 ， 离 散 化 方程 (6—21) 是 离散 化 
方程 GD ЈАЛ ЈИ ЈАС. AW, WEEER EA 
Pelr АТ е! AT ps 
=Í + AT 
而 积分 


уви Рана ва 
== В 
出 此 可 知 ， 根 据 近 似 式 (6 一 20) ВВЕ, AAT 上 的 
2 ЖЖ ЕВЕ, ИҢ. {УЖА ТШМ gag 
好 的 结果 。 


з 8 
1 BAER 
а -2] 


Ret. 
3 BAF 


as[ 3 -2] 


斌 将 它 化 为 标准 形 ， RHPH. MEGER MI ER ВЕ 5: ul. P 41 


BU Ме. 


з CHER 
0 0 0 
A=] 0 O -| 
.0 Ü 0 
求知 阵 指数 s*, 
4 пш 
сото 
` [° о 0 i 
ооо 0 
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求 矩 隆 指 数 。 试 将 此 结果 推广 到 n 防 方 阵 的 情况 。 
b Ж]. ЕД ЛЕНЕ ЕН ЕК. ЖОНЕ 


| 1 ò 0, 
до] 0 À 1 0 | 
o 6 4 ilj 
lo о о à) 
АРЕ, ЖУРА, 
6 BAHP 
| ü 1 ü 
A=| 0 Q 1 
L-6 —11 -6 
试用 待定 系数 法 求 
二 二 
中 的 系数 各， 号; Mbe, 
7 用 接 友 变 控 法 求 上 题 的 滤 阵 指数 ， 并 与 第 三 闻 例 4 比较 。 
8 求解 方程 


Х=[_% _1]х+[?]д, хо) =0 


其 中 ос КОР, 


9 求解 方程 
Ti x0 = 1 
X, = 21-205 + slni + cost, x: (0) = Q 


10 求 状态 方程 
x=[o ojx+lijz 


的 离散 化 方程 . 
11 求 状态 方程 


#- [9 x [sy 


网 离散 化 方程 ， 
12 KEFA 


i i j W? -et gtg t ] 
0 sing cost » clag! s.l git 


Ü -cosi sing 
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Дерт Н k ЕШ ВЕ? 
13 ЖИ 


[1 a-et 
bz, 0) = 2 


`. Ü e zt 
ЗЕТ ЕНЕН Z 28 EE BE , 
14 НЕКЛЕ АКРУГА. 
15 证明 


E DOCH fa) = TICA CHIDO to) 
其 中 ОФ, Р) ЯЕ ФС, #0) 的 行列 武 ，TrCACDD 代 天 tC 从 的 迹 ， 即 主 
HARATA, 
16 已 知 PG, f НЕЕ ARR Ж УЕ, ТАШ. 
_ фе, у= — ФС, Р АЧ) 


ДЕ, 
(лї. Жн, Di Р, ФСР, Р DRE] 
17 EEP 
Í 0 1 Ü 
А= 0 0 1 
| єй ей єў; 


WEEP Р, Ш PIAP ARAE., 
18 ”试用 状态 变量 法 解 方程 
9+39+2у=0, VEY 9С) =o 
19 ЩН, 34 E C BB, ВЕТА УА A WERA Pi 
和 P,, WA 
у= AX 
的 解 一 定 能 表 成 
X =p P + entp, 
其 中 的 带 数 cl 和 c, 由 下 式 
AD =c, PtP 
确定 。 利 用 此 一 结论 求解 方程 
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*=[-2 Hx xey=[1) 
并 将 此 一 结论 推广 到 4 为 n 阶 方 降 的 情况 。 
20 验证 
Х = L r ]Х 
Йу ЖЕН PEJ 


_[e?2teos£ — etsint 
тйк (е etcosf ] 


并 求 出 ФО, D. 
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第 三 章 ”能 控 性 与 能 观测 性 


能 控 性 与 能 观测 性 这 两 个 概念 是 在 1960 年 首先 由 -卡尔 曼 提 
出 来 的 。 开 始 并 未 受到 应 有 的 重视 ， 但 现在 已 成 为 控制 理论 中 
的 基本 概 态 ， 无 论 是 在 分 析 或 者 综合 一 个 现代 控制 系统 时 ， 总 
要 研究 一 下 ， 它 是 俏 能 控 与 能 观测 ? 

在 介绍 这 两 个 重要 役 念 之 前 ， 需 要 复习 关于 级 性 代数 方程 
组 的 问题 ， 这 对 理解 本 章 的 主要 内 容 是 必须 的 。 


PW RERAN EH 


在 研究 钱 性 系统 时 会 发 现 它 的 许多 性 质 和 线性 代数 方程 组 
АХ = В (1—1) 
ПОЕТ ЭС. ЕЕЕ, Адихан, X Ekaa, ¿JE 
па. ЕЭБ 


пх d gu Ds t var + di o - A 


а aX a = (1——2) 
g X. + Q. X. б + 2. X, = Ü, 
ЛЫ 
| di | Š, | 
a; A Ú (s pas =, | (1—3) 
f mi | ` Ë, ] 
到 可 把 它 下 写成 回 量 方程 
| X | + KaTa + "е Xp, TÈ (1—4} 
上 述 三 种 表示 形式 (1—1), (6—24)Я1(1-—4) MED H, 
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但 实际 代表 同一 个 方程 。 容 易 看 出 ， 向 量 “ .es:.….24, 就 是 矩阵 
并 的 # 个 列 向 量 ， 

关于 方程 组 (1 一 多 有 解 的 条 件 ， 存 在 以 下 的 定理 . 

线性 代数 方程 组 解 的 判 细 定理 方程 组 (1 一 2 有 解 的 充 要 
PIEH ж ОБ 


A = #1 Часа (1—5) 
а ааа, | 
与 增 广 矩阵 
的 A Фа Š, 
А = ы “зз ей», P, (1—6) 
ЖП ЖЕ lz, а-а, Б. 
H + 


这 个 定理 的 证 明 在 一 般 的 线性 代数 里 面 都 有 ， 不 再 引述 。 
但 需 指 出 ， 定 理 中 并 未 担 到 解 的 唯一 性 。 换 各 话说 ， 若 广 足 定 
理 的 条 忻 ， 则 方程 组 必 有 解 ， 可 能 有 一 个 解 ， 也 可 能 有 许多 个 
解 。 再 者 ， 匹 论 方程 的 个 数 m 与 变量 的 个 数 # 是 多 少 ， 定 理 一 
律 适 用 . 
为 应 用 方便 起 见 ， 除 上 述 定 理 外 ， 下 面 分 三 种 情况 再 引述 
一 些 有 关 的 绪论， 
11 m=12 的 情况 
这 时 方程 的 个 数 与 变量 的 个 数 相 等 ， 存 在 下 面 的 定理 ， 
定理 1 FFIR DLA S0, ШУР A E, 
例如 ， 方 程 组 
1х Poa = == 2 
2x, + 4х‚,=2 


3 2 
DCA = |, ‚| = ss 
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KRA, ЖАТ ЛР, Жр А 2 ЗЕ = 
ВЈ, РЕ ХЕ ЕЙ. — FIS SK ХАНЫ, ВТЕ НИВ 4 Wik 
AÉ — FE. 
顺便 指出 ， 当 рси) = 0 H, JE HE 4 E, RAAE 
ETERRA ЕЛЫ АКР Т. 
例如 ， 方 程 组 
Риу 
Ак, + 4x; 2 


没有 解 ， 因 为 系数 矩阵 AWRA 1, MA ЕЕ АТНЫ 2, 


ИП БИ: 
人 


的 秩 不 等 。 但 方程 组 
х,+ах,у= 3 
2х + Ax. = 6 
有 解 ， 因 为 4 与 4 的 秩 都 等于 1. 
1-2 mn 的 情况 
这 时 方程 的 个 数 少 于 密 量 的 个 数 。 例 如 ， 方 程 组 
хыт yd 
Еи t+ 3X, ЕА 
就 属于 这 种 情况 。 它 可 以 写成 


-[.J 


Ë i ү I 
2 — 1 ч 


Ж, | 


Ay 


的 形式 ， 也 可 以 写成 
НЕЕ НЫН 


WES ШТ # 38 [EE 
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a-f? 1 D 
2 =] 3 


[ШЖ 2, ERZI PA Et 


是 线性 相关 的 ， 但 它们 张 成 了 一 个 二 维 空间 ， 能 线性 表 出 任何 
一 个 二 维 阿 是， АЧ рЫ] БЇ 


ЕН 


在 内 。 因此， 方程 组 有 解 。 一 个 二 维 向 量 通 过 三 个 二 维 向 晤 来 
线性 表册 的 方式 基 雹 穷 的 ， 记 以 解 的 个 数 是 无 穷 的 。 在 这 无 究 
多 个 解 之 中 ， 有 一 个 解 很 重要 ， 即 解 的 平 志 和 
x + x + x = min (1—7) 
WIRE, P it Јар 8 
' | ) 
X = х; | 
Ñx x, | 
拘 长 度 最 短 的 解 ， 这 个 解 称 为 最 小 范 数 解 ， 存 在 下 列 有 尖 的 
E2 ЖШ РӨ ои) = m, 则 方程 维 有 无 穷 多 个 解 ， 
其 最 小 范 数 解 〈 见 附录 一 例 6 ) 
хе АТААТ) (1—8) 
Ж ЖЗ AERP рст, ИЗЕДЕ АРА) Я) 出 
理 欧 条件， 方程 组 没有 和解 。 
例 1 求 方程 组 
人 
2х,— x, + 8ху—= 4 
的 最 小 范 数 数 ， 
解 这 上 时 的 系数 矩阵 
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I 11 
a= |, з! 
的 秩 为 2 ， 满 足 定 理 2 ҤЕ . HAAA П—8) 4 Е 
为 
Xs ATCAATY 
: 1 5 `. 1 9 ~ 1 
= 1 -1 [É | `] 1 ai И 
уа 12 1 зд, 司 4 
озул 23 
ра г 
` 1 Зх 193 D 
(1 ` 
«ЕЙ 
ы 


最 小 范 数 和 解 有 了 明显 的 几何 章光 就 上 例 而 言 ， 方 程 组 
Jx TL X, T+ х,=$ 
lax, =; P 35 = 4 
代表 一 条 空间 直线 ， 凡 是 直线 上 的 点 其 坐标 就 是 方程 组 的 解 ， 
其 上 距 原点 最 近 的 点 其 坐标 就 是 方程 组 的 最 小 范 数 解 。 大 家 可 
AREA ALEAR ДЕ, 两 相 比 较 , 以 加 深 对 问题 的 理解 ， 
1-5 то>һ я 
这 时 方程 的 个 数 多 于 变量 的 个 数 。 例 如 ， 方 程 组 
Xi 二 2xz 三 站 
S = 1 
-x T Zx, = 1 
AATRE. 一般 地 说 ， 这 种 情 次 的 方程 组 没有 解 ， 为 什 
么 会 产生 这 种 情况 昵 ? 举例 来 说 ， 在 一 个 由 电阻 RR, 和 R, 给 成 的 
串联 电路 中 ， 要 通过 测量 电阻 上 的 电压 计算 电流 i， 设 在 R, 和 
R, 上 测 出 的 电压 分 别 为 es 和 62， 十 是 得 方程 组 
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Roeg 
Ri =ê; 


EREET, ARAA RETR, ЕО 12) 


{н Ж. ШЕ ЕЯ, WENA НЕ: 

27 =5 

Bf = 9 
根据 头 一 个 方程 ， 碟 流 应 是 

i= 2.5 
根据 后 一 个 方程 ， 电 让 应 是 

}=1.8 
这 两 个 解 是 矛盾 的 ， 电 流 究 痪 是 多 КУТ 在 实际 中 我 们 往往 过 
到 类 位 的 问题 ， 需 要 从 一 组 巴 盾 的 方程 确定 出 变量 的 值 来 。 颖 
然 没 有 解 ， 变 量 的 “真实 值 ” 是 无 法 确定 的 ， 只 能 把 最 符合 实 
际 情 况 的 值 ， 或 所 谓 “ 最 优 值 ”确定 出 来 ，“ 最 优 ” 的 舍 兴 是 
相对 的 ， 灵 狂 度 最 优 的 收音 机 未 必 蚌 抗 干扰 最 优 的 收音 机 。 因 
此 ， 在 求解 这 类 问题 时 ， 需 要 建立 一 条 评定 量 优 的 准则， 常用 
的 准则 是 偏 关 平方 和 最 小 的 准则 。， 以 求解 不 报 容 的 方程 组 性 一 
2) 而 论 ， 就 是 根据 


£ 


Ј = (Уа, — B, у (1—9) 


取 最 小 值 的 准则 来 确定 所 谓 最 做 的 解 x,,…, Xes 

根据 准则 (1—9) 取 最 小 信 求 出 的 解 ， 称 为 线性 代数 方 名 
ARER, He., TE TA 

定理 4 FERRI рСАл<л, 则 方程 组 存在 唯一 的 最 
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ZR СА 11), FF 
X = (ATA) АТ (1—10) 
定理 5 ЖШШЕ Ace, 则 方程 组 存在 非 唯一 的 最 
小 二 乘 解 ， 其 解 由 方程 


АТАХ = А? (1—11) 
确定 。 
2 求 方程 组 
x, + 2x, = 0 
x — x, = —1 
-=x Ду= L 
П: RR, 
EO RH RAEM 
| 1 2) 
А= 1-1 
к ==] 24 


的 秩 为 2 ， 等 于 变量 的 个 数 ， 满 足 定理 4 ШЖ. М, ШЖ 
公式 《1 一 10) BE ZJ. 38 
X = (ATA А? 


如 果 走 接 用 微 积 分 方法 求 表 达 式 “1 一 9) 的 最 小 值 ， 那 
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{н ИЕ Аа Ж. жга p Pl, EAR, 
A TAERE. We bl rh Fë ЗАС ИТНЕ Е 23 BB АЙ WI 
性 的 问题 了 . WARTE, ARRE, MERAH. 


第 二 节 ”线性 定 汕 离散 系统 的 能 控 性 
所 谓 能 控 性 ， 吓 系统 的 一 种 内 在 性 质 ， 是 系统 在 输入 作 川 
下 其 内 部 状态 转移 能 力 的 标志 ， 这 种 能 力 当 然 访 上 大越 好 。 鸭 说 
朋 此 一 慨 念 ， 我 们 先 研 究 一 个 例 - 于 ， 
例如 ， 设 大 一 个 单 输入 的 离 芍 系统 
x (EDI _[ —-1 оГ, С ‚ {0 
И ы, -[ 0 2 е, | НЁС 
其 在 != ОНАН 2 AE: 
“(0= |! | 


利用 递 推 法 , 容易 得 到 其 在 第 1 步 ， 第 2 步 ，…， 第 上 步 的 状态 ， 
0 = [, 
x, (1) | 2 1 (0) 


К O). | Cy ] 
x, (22 2 +28g(0) +a (1) 


É A “| — 1)* | 
xalh ost) + akol) 


出 此 看 出 ， 系 统 的 第 一 个 状态 变量 x, 永远 不 受 输入 # 的 控制 。 
网 此 ， 和 了 系统 不 能 通过 和 输入 的 控制 作用 而 转移 到 任意 所 需 的 状 
х5. 

ЕЛЕЕ FHH, ТЕН СА U) P1 BB SK L PTE hl АЈ, 
БЫ», {ТЖЕ Ж ЕНЕ ЯУ МПО ЕВО. RE in, 
一 个 系统 为 了 具备 能 挖 的 性 项 ， 究 葛 要 渍 足 什 么 样 的 条 件 ， 我 
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ПІЛ В А. ОЖ ЖА ЖОТА. 
2-1 线性 定常 离散 系统 的 能 控 性 
考虑 单 输入 的 # ШЖ ТЕЧ H PS HX 26 26 
X (ë + 1) = АХ 88) + 2 CR) (2—1) 
式 中 XG -一 АБЕ; 
ик) АА. Pë bil E s 
A -- аха, JF e B: 
Ó -ax PEREP. 
现在 要 研究 它 能 否 加 以 控制 ， 为 明确 起 见 ， 我 们 给 出 如 下 
EX, 
定 关 ”对 于 给 定 的 线性 系统 龟 一 1)， 吉 果 存 在 控制 信号 庄 
Fjer, СМ -1)， 使 得 系统 从 第 上 下 的 状态 X (А) 
开始 能 在 第 六 步 上 到 达 零 状态 ОРНАУ, Вр X (N) =0, 其 中 
NERT ё BE- THRE., MARERE АЗР Е 
ЖЕ ФЕН, ХО) 称 第 A ERRER АЖ. MRE 435 КН 
上 的 状态 XX(}) 都 是 能 控 状态 ， 那 么 就 称 系 统 在 第 步 上 是 完全 
НЕ АЈ, WER FEAR, RE ВЕРЕ АЈ, ББА ЕХ 
系统 是 完全 能 控 的 ， 
为 简 音 起见， 系统 完全 能 控 常 称 为 系统 能 控 ， 或 系统 具有 
能 控 性 。 在 进一步 讨论 系统 的 能 控 性 问题 之 前 ， 有 必要 讲 两 个 
司 子 -. 
例 1 纵 定 系统 为 
RE+t1)Y = АХ ($) + СА) 
ЯНЕ 4.2 和 初 态 ХО) 2} жу 


| 1 0 0 1 ` 2 
“= 0 2 =a |, =: 0 » X (0) = i 
L-11 0, от. 0 
ЗЕ ИВЕ IAE #00), 01), #02) КЕЗ 


移 色 零 状 态 ， 
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© ”利用 递 推 法 ， 可 得 
XQ) = АХ‹0) + 28 (0) 
1 0 бу?2\ [1 


у okol \1) 
2\ l; 
-| 2 fi (0) 
б-т; \1) 


X(2) = АХ) + byti) 
= A X (0) + Abuh) + 5u (1) 


\ 1 
25 f 15 113 

=| 6 d -2 1000) +j 0 а) 
0 


x 
1 | | 1 `. 
0 | #0) +| 0 Wa) 
| | 
[ 
| = LT 


Х(3) = AX (2) + #8 (2) 


0 2 2 | | 


= АХ (0) + Abe) + 2108 (1) + ёд (2) 


| 0 
|- oto L-I 
13 1 0 0 
É о + 0 2 -2 
本 L-11 о 
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б (O+ б (2) 


1J 1) 
2i 1. 1] (1 
=| 12 +'—-2 wt) —2 |#(1)+! 0 | #(2) 
5 =g =l? 11 
ЖЛЕ Х (3) = 0, ЖААН #00), sd}, (200. 1 
取决 于 方程 
21 { 1 17 | 
-|12 =! -2 'ш(фу+!—2 а) + 0 ja 
8 са ч 
Ее Нн. КЕШЛ ЕЕ ЗЕРЕ п Р Ep 
] 上 1 . #00, Ka 
| -2 —2 0 (1) =! 12 | (2—2) 
о . (2) 2 me 
[N Ж е ЖОШ 
1 1 1 ] 
| -2 -2 0 | 
=й жї aj 
的 秩 等 于 3 ， 所 以 有 解 ， 其 和解 为 
a0); 1 i 1`-!⁄ — 2 
0) їз! —2 -2 0 x | 
а аа -1 1 l + 4 
t 二- 二， 
2 2 2-9 
: -5 -1 +, а 
| 1 4 oj 


== 1439 
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АХ ЖЕҢ. 3H3R2Ez(0)- —5, #(1)=11, 402) = -8 就 能 在 第 三 
步 上 把 系统 转移 到 零 状态 . 
例 2 Е, EPRA 2 ЯУ 


问 能 省 在 第 3 步 上 把 系统 转移 到 零 状态 ， 
Ж 参照 了 上 例 ， 容 盟 算出 


2 ` i 1 ` 
ха) =| 2 |. о #(0) 
| _1 |! | 1 - 
7 1 O бу 25i 10 0 | 
X= 02-24 нр 02-2 
Кей Q фо sirka л эй. 
3 s 
2 я(0) +7 2 sC) 
Í | TE 
ру [1] 
= М 2 (0)! 2 . xi) 
цер 1 
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k 


1 ` 14 
Ё аа) 2 |# (2) 
1 / TE 
Z a: 15 я 
= 121+ 2 #(0)+ 2 |01). 2 | #(2) 
аг. 1) \1, 
ШОХ (35 = 0, 得 到 
-|12 =! 2 &(0) i 2 a)+j 2 | #t2) 
4А. 1 ЖО. . 1 J 
т! 1 1 i АС) 25 
2 2 2 рас |= 121 (2—4) 
1 атлаб) 2 \-4/ 
土 面 方程 的 系数 征 阵 
"1 1 1> 
2 2 2 | 
үй g т 


的 秩 等 于 1 ,. ERA pE, RIMER, ВЕЛНЕ. 2х 
RH, MER ЛЕЕ Н pA Se, (1 (2), WE 
系统 在 第 3 步 上 转移 到 零 状 态 。 

看 完 上 例 后 ， 基 然 产生 一 个 问题 ， 能 不 能 选 出 控制 和 信号 
800), 2(1), 202), z (3), 使 得 系统 在 第 4 步 转移 到 零 状态 呢 ? 若 
第 4 步 不 能 ;那么 第 5 步 态 衬 更 多 步 上 行 不 行 呢 ? 结论 是 , 对 于 
一 个 # 阶 的 定常 系统 来 说 ， 若 不 能 选 出 控制 信号 序列 #(0)， 
(Ieee ial, 使 它 在 第 # 步 上 | 上 转移 到 零 装 态 , 那么 在 任何 
步 上 也 不 能 司 它 转移 到 零 状态 了 、。 道 理 何 在 嘱 ? F BES, 

Фе Др kAtta T, IDEER ATA, 

定理 1 线性 定常 离散 系统 

KE+1) = АХС) + hulk) (2—5) 
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完全 能 控 的 充 要 条 性 是 
oCh, 46, АВ, 50, 297107 =п (2—6) 
上 式 左 端的 矩阵 称 为 系统 的 能 控 性 矩阵 。 当 上 述 条 件 满足 了 时， 
ER СА, A ЖЕРИП, Е ЗЕ ИД ЫЗ. ВЕРЕ Ж 
EIA. 
在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 娃 人 台 便 1 RH FRA 2 — 6) 
WEN., ЖЁН, А 


⁄ | 10 oyi) 1) 
é= | O Ар=| 0 2 —2 O = -2i 
N д “一 1 1 0 ^1/ \-1, 
( 10 от 137 1: 
A =| 0 2-2 -9|: —-2, 
ара 0! 14023 
LERARES НЧ, Вяз, IEH iK, ЖЇР (2—6) 
p 6, Ab, АЗ] Е 0 -2 -2 | 移 秩 = 3 
Li -1 -32 


是 满足 的 ， 因 此 例 1 的 系统 上 其 有 能 控 性 . ХУВА 
эс 1219 10). AB 2 米 说 ， 有 
(1 1 1) 
p 00, Ab, А) =| 2 2 2 的 秩 = 153 
si I Жу 
不 满足 定理 1 的 条 件 ， 所 以 系统 不 能 控 。 这 也 与 址 所 计算 得 出 
的 结论 完全 相 问 ， 有 了 上 上 述 的 直观 理解 ， 现 在 可 以 给 出 定理 的 
证 本 了 。 汶 简单 起 抑 ， 并 不 失 一 般 性 ， 在 以 下 的 讨论 中 我 们 候 
设 系统 是 从 零 步 开始 的 ， 
证 明 根据 第 二 章 第 六 节 的 方程 6 一 7) , 在 其 中 令 
T=1, B=}, 就 得 出 方程 (2 一 5) 在 第 # 步 的 解 
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=—] 


KX (u) = AX + кш ён (z) (2—7) 
D A (my =0， 并 把 和 式 展 开 ， 可 得 
- AX (0) -Atha + A52288 (1) + += 
+ Аўй(л— 2) I Риба 1) (2—8) 
ТЕ Кир, АХ (0), 249-16, A” 7b, 0.6, Ab, 5 都 是 # 维 列 向 量 ; 
(OG eaa- 1) RENE, EIERE, Кулу 3 RK, 


(#(С0)) 
-А"Х (0) = Ab, Ah, EDO еә) 


жем - 1) 2 


н ТЖВ ARJA Б Е, 对 于 任 给 的 非 零 初 态 X (0), AX (0) 
必 为 菜 一 非 零 的 # ҖЕ. 因此。 根据 上 节 中 的 解 的 判别 定 
理 和 定理 1 可 知 ， 方 程 (2—9) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 基 它 的 
пхп КЕЕ, ВР ААЧВЕ РУТЕ ЕЕ 

[dr AEE, e, $] 
的 秩 为 zs， 改 变 列 的 次 序 不 会 影响 什 阵 的 秩 ， 所 以 

pCi, Ab, =, Ат! = я (2—10) 
是 方程 《2 一 9) НЕЕ. KEH, WEEER 
能 求 出 控制 信号 序列 #(0),л2(1), e, 002-1), BRAA 
ВХ (0) 开始 在 第 * 步 上 转移 到 替 状 态 ， 因 而 系统 是 能 控 的 ， 


定理 证 完 。 
з 设 系统 为 
x АЪТ) š | 0 I 0 (w (&) ` ^0 
ЕХ: +1) = 0 0 1 | х,(4) " 0 | aik) 
`x (Ë+ 1) - | -2 -3 -1 Jx (0) 1) 
BE EE mA ВЕЕ. 
Ж UTEM 
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“ Ü Ü l | 
C, АЁ, А7) = 0 l -—1 
1—1 И 
的 秩 为 3 ， 所 以 系统 具有 能 控 性 ， 
例 4 ERRA 


Е 1 2 -1үх o) 
í x, (8 + 1) " 0 1 0 | х,(&) + 0 a(k) 
lx (Ë+ 1) ) s sd 3 куду ` Pe 
HE E mR H BEF TE. 
fe hTFPI 
70 —1 = 
(0, АФ, А) = |0 0 0 ' 
la 3 8! 


是 奇异 的 ， 所 以 系统 不 能 控 . 
二 看 还 提 到 一 个 问题 ，* 阶 定常 系统 若 充 第 * 步 上 不 能 转移 
到 委 态 ， 则 永远 不 能 转移 到 零 态 。 让 我 们 来 论证 此 一 结论 的 正 


N PE, 
共和 由 上 的 分 折 容 易 明 白 , 若 系 统 在 第 * 步 上 不 能 到 达 零 Ж, 
ЯР A BË ТУРЕН И: 


$ = Ch, Ak, e, AIEN 
的 秩 必 小 于 #。 对 于 特定 的 初 态 4 O BRA КЕШ, = 
ШЕНЕ 了 ЯШЕ Г ШЕ [9, AX (0) J BJP 5. E Т УВЕ 
小 于 n BH E S 的 * 个 列 阿 是 线 性 相关 。 这 样 ， 我 们 就 可 以 设 

AE = ab t a Ak oe ва. А72 (2—11) 
于 是 

A = ACA Tb) = Alad ta d ao а, 049767 

= а, Аё + a Ab + рр dnb 

J ak (2—11) A aK, п 

Аф = a,- uB (арта, за) АЁ + +++ 
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+ (а, Баг.) 1"? 
上 式 表明 ，z 维 列 向 量 人 4 人 和 -4 0—0, PAME (n — 1) 42 
维 列 向 量 2, А0, a As 线性 相关 的 。 这 就 是 说 ， 若 有 


pb, Ah, 5, А) E 3 
虽 必 有 有 
p[ 56, Ah, +, Ar Bb, Ат 9 (2—13) 
根据 上 节 中 解 的 判别 定理 ， 这 就 是 说 ， 车 方程 (2 一 9 ) 无 解 ， 
则 方程 
(0) 


-~ AUX (D = СА, As... В) ED 


нп) . 
P E. AA ЕКА ЕЕ Ej ЕРЕКЕШЕ НН hE Ek 
的 。 同 理 可 证 ， 对 任何 * 而 育 不 等 式 (2 一 13) 都 成 立 ， 且 系数 
下 阵 与 增 广 证 阵 不 同 秩 。 了 到 而 上 面 的 论断 得 到 证 实 。 有 有 个 癌 题 
需要 说 明 ， 即 等 式 〈2 一 11》 的 正确 性 .* 个 向 量 线性 相关 按照 
定 交 是 ， 存 在 不 全 为 零 的 ?个 常数 “而 有 等 式 
Cét C Abt e Caa Arha An lb = 0 
如 上 式 中 的 常数 C 不 等 于 零 ， 则 等 式 (2—11) 的 正确 性 
ERRA. W CATE, m Cu 不 等 于 零 ， 则 由 上 式 可 得 


Ат = 2) (CA C Ава + G... APE) 


и 


根据 上 式 和 根据 《2 一 11) Е, W С... 等 于 零 ， 则 可 看 
Cu 是 否 为 零 ， 余 此 类 推 。 所以， 不 失 一 般 性 ， a EFA 
(2—11) 是 正确 芍 ， 
2-2 多 输入 线性 定常 离散 系统 的 能 控 性 
现在 来 考虑 多 输入 的 情况 。 这 实际 上 基 要 把 单 输 入 的 结论 
吉 以 推广 ， 具 体 作法 如 下 ， 设 系统 为 
Х(Е+1) = AX) + Ве(5) (2—14) 
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式 中 4 свх 
B -zx т ИИ 
X (6) — # 维 状态 向 量 ， 
#(&) — тй > HE, 
参照 定理 1 的 证 法 及 其 说 明 ， 可 以 证 明 如 下 前 定 理 ， 
定理 2 线性 定常 离 虞 系统 


HIE+1Y = AX (8) + Bug O) (2—15) 
完全 能 控 的 充 要 条 性 是 
оСВ, АВ, ..., A" B] = я (2—16) 


ЕАН ЕЕ sxem В, RARA (2 一 15) 的 能 榨 
性 矩阵 。 当 上 述 条 件 满足 时 ， 称 短 阵 侦 CJ. BI 是 能 控 的 ， 
定理 2 和 定理 1 在 形式 上 一 模 一 样 ， 但 多 输入 系统 日 有 其 
РД, БИТ. 
Hs 研究 系统 
х\(&ё+ 1) 2 — 13px, (5) 1 üre (£) 
сәр ыш ты ш 
А АНАР. 
解 ” 设 系统 的 初 态 为 XT00) = гх,(0), х,00)2, ШЕ 
第 1 步 上 的 状态 为 
x {1) 2x,(0) ~ x,(0) 1 05ra (0): 
С. - зк со) у, “ Е 1 2 | x | 
НЕН, ЯЙ А 
ш. CO 1 0%: г- 2х,(0) + х, (0) 
x E |- 1 ы |. 3х|(0) экы. 
_ 1rdxt0) + 2x,(0) 7 
| —Бх,(0) | 
RERE I PEIER, AERA ЯЕ В. 
НЕЩА, R Epp BRA л, А 
- СВ) = # (2—17) 
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ШАНАЕВ. TERRE, KBER? HATA, 
WEZ (2 —17) , HARER 《2 一 16) 。 反 之 并 不 一 
定 成 立 ， 因 为 条 件 《〈《2 一 17) 是 充分 条 件 ， 而 条 件 《2 —16) 


ELEF. 
例 6 研究 系统 
‚(&+1 1 = 1 ¿x (N (1 O 
s ° эү a GQ 
x. (é+ D) = Ó 1 Ü x, (Ë) |+ 0-1 | | 
l | |ж, CE) 
x 1 0 3 Ах(&)7 ` O 0; 
荐 否 上 其 有 能 控 性 ， 


解 ” 为 清楚 起 见 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 把 系统 的 初 态 取 为 
хт(ду = с1 1 11, 利用 递 推 法 可 以 求 出 


et гй, ел дф 
x, (1) Ы 1 р. 0-1 e] 
Er ооо 
| х2 ` “1 2 = 52 ` (1 2 -1 \ 
pa е 1 0 1 +10 1 0 
| н А 
x) 71 0 3 Да, lro 3? 
0 | 
(0) Ее? 
0 1 И 
| o # (0) | | 0 laa | 


1 0 
z, (0) l a po 


005 о о/а 

(2—18) 

x (V [12-170 /1 2 -1ү1 2 
| ! | 

за 1 011 !+ O 1 ,| | 

1 0 „1 0 ЗАТ 0 
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(1 2 -1ү1 0) 
М а 0 1 olo 1 ИМ 
10 зло o PAD 


Ta 
& 211) 


ЕШ 


2 
1 
Ü 


0 
1 
‚0 0, 
在 上 式 中 设 X(3)= 0, 2 

= E 
15 


| 
N — 42 


=H 

4 ` “1 2 

1 2:69) + O 169 
2 02-900) 
0 

1 


о Шоо =e шыш чш о 


П 
` 


把 它 写 成 代数 方程 组 ， 得 到 

12 = 48,103 +e Cl + 2#,(1) + #, (22 

— 1= x,(0) + а,(1) + z, (2) (2—19) 

~ 42 = Ax (0) + 20,00) на, (1) 
БАА, АЛЛЕЙ. 2.00). 6,00), z). #01). а, (2)" 
6:022. ШЕИ X (о) 可 以 荐 任意 给 定 的 ， 根 据 解 的 判 
HER, FES MERTES HEG R О ЕЕ 

| 1 0 1 2 Ü 4 \ 
СВ, АВ, АВ) = Q 0 1 0 1: 02—20) 
‚0 


1 
.0 0 ]1 0 4 2J 
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PUP з. EAEE- £ PF, WURA E Ba ЕП. 
EDERT, RENEA R — 2p, HB b, РЕ 
(2—20) Zi EME E2? ШЕЕ. KEH Н Py E T ЧЕНЕ 
控 人 性 的 门 题 网 代数 方程 组 这 类 大 家 熟悉 的 问题 联系 起 来 ， 便 于 
理解 。 从 这 个 角度 出 发 ， 在 工 便 宁 根 据 方 程 (2 一 18) 就 足以 
判定 系统 有 具有 有 能 控 性 了 ， 因 为 它 的 系 烙 绰 阵 
(1 0 1 2b 
ra AB = | 0 гот | 
оо 10. 
的 秩 已 经 等 于 3， 浦 足 有 解 的 条 件 了 。 出 此 可 知 ， 在 应 用 定理 
2 时 不 一 定 韭 要 把 条 和 件 (2 一 16) ШШШ ЕЕ Др, Ж 
一 步 发 现 条 忻 满足 了 ， 就 可 在 哪 一 步 个 下来。 其 次 ， 由 于 能 控 
ВЕ Р 
$= В, AB e, A'B] 
ETa x nm E, РА ТЕЗУ RRR HRA EE zH 7 z + 77 
F ААА 〈 参 见方 程 组 2 一 19) ， 和 根据 上 节 定 理 2 ， 
这 样 的 方程 组 有 无 穷 多 个 解 ， 换 馈 话 说 ， 为 了 把 系统 从 某 一 初 
区 转 移 到 零 态 ， 那 里 存在 无 穷 多 种 方式 来 选择 输入 控制 信 导 序 
列 。 其 中 有 一 种 方式 ， 即 对 应 于 上 节 定 理 2 的 最 小 范 数 解 的 那 
种 选择 方式 具有 重要 的 意 必 。 这 时 ， 具 有 最 小 范 数 的 输入 控制 
信号 序列 为 
#*= ITESSTI-1An Х (0) (2—21) 
需要 说 明 一 下 符号 的 舍 艾 。 这 里 的 囊 阵 上田 等 式 《2 一 20) Ж 
示 ， 相 当 于 定理 2 PHRA, MEA EHAR RAEE, si 
BAX 0) 相当 于 定理 2 rh Bp Bro. 
拿 例 6 来 说 ， 有 具有 最 小 范 数 的 输入 控制 信号 序列 根据 等 式 
《2 一 21》 为 
ва = — STESSI А" X (0) 
其 中 
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z C2) 1 Ó O` 
ЖКД} | 0 1 O | 
рц, # (1) ' ет _ 10 1 | A=X(0) = 
#, (1) 2 1 O 
# C0) 0 0 i 
#2 (0) ?, 4 1 2, 
|10 0 
1 0 1 206 4 O 1 0 
ssl o 10101 |90! 
so 0 10 422 1 O 
0 0 4 
4 1 2 
22 6 9、 
=! ç 3 2 
lo 2 21) 
把 以 上 数据 代入 等 式 (2—21). #4 
(2) | | 1 0 Ò) 
s, (2) | x 010 РР? = 
aD |--101 |з x j 
(1) x 210 g 2 21) 42 
#100) ' 0 0 дА | 
#;(0) ` la 1 4 
^1 O 4 
0 1 O 
ЕКЕ af 59 –108 -155 
° 1 о 515: — 105 381 10 
on J 15 10 30; 
4 1 2 
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“ 12 
= 可 
= 42 


| 


j 14455 
~ 2097 | 
da 4 | 
515 795: 

— 5800 | 
787. 

ЫЕ F, ЛЫШ МИН: $ 5ER (SS AHR KE. 
НЕ, ЯНЕ ЕСУУ OA RR EERE Š pk, ERGSTE 
方 阵 ， 它 是 否 满 获 ， 只 要 看 它 的 行列 式 是 否 不 等 于 零 就 行 了 ， 
而 矩阵 S 是 个 # x nm РЕ, WEERA fE Tó RAAT Ar 
行列 式 ， 


= ”线性 定 贡 连续 系统 的 能 控 性 


为 梗 于 此 后 的 分 析 ， 先 看 一 全 实际 的 例子 。 
有 一 个 电路 ， 如 图 3 一 1 所 示 。 根 据 图 上 标明 前 状态 蛮 
量 ， 可 以 瑟 出 和 的 状态 方程 为 


Ti : r | 
R] | | Ki | 
мыз, = yia (3—1) 
| Хх, J г, | | T, ч == 
` Жү w i 
| 0 0-2 А; 
ту Ti 


其 中 == RC. r= R.C,, 
r | = R,C,, ПЕЛ 0) 
Х= АХ + Ёш 
现在 的 问题 是 ， 在 1= 01У], 
ЖЕТА, БВВ 
зА O, Н 
тк, АКЕ X GO НХ 
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任意 指定 的 数值 ， 其 中 Е РАНА, ЖЕТ. 
FOE, ERNA i 


і 


ХО = r at- (тут (3—2) 


ш А =Й. НОЗЕ ОА i xE BE p| 79 H: 
eA = z (1 а-а (2А tra А 

将 .上 式 代 入 方程 (3 一 2) ， 考 虑 到 4 和 5 部 是 常数 年 阵 和 问 

量 ， 可 以 所 到 积分 号 外 去 ， 因 而 得 


харв а - асбе 


+ 45 fa, (H тув (туйт 
b 


tı 


+ 4 fa- rY# (r) £= (3—3) 


在 上 式 中 , 每 一 个 积分 都 是 一 个 数量 , 把 它们 相应 地 记 成 及 (i) 
Лао, FG), WERTE 
Ха) = fD + Aóf (t) + AB (t) 


, С, ` 
= [8, Аё, А? р) . 7 «Л, = SFD (3—4) 
_ ла) 
HE ih, Жр 
i = Ch, Ah, А407 (3—50 


的 秩 等 于 3 是 上 式 有 解 的 充 要 条 件 ， 就 是 说 ， 任 给 系统 在 时 刻 
的 状态 区 (i)， 由 方程 (3 一 4) 可 以 解 出 
ft) = $F,) (3—6) 
而 JOD 的 元 都 是 积分 关系 式 ， 所 以 满足 方程 (3—6) 的 给 
A uD 并 不 是 唯一 的 ， 
将 方程 (3—1) PAER AMA 2 {А77 & (3—5), 
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可 得 


7 1% ТА 
ЕИ 
12 1% 

А É P 


1-07 08у. 

ERER, УИ ЛУВА arn LPR, Ж 
B: (3—5) F ш, >] ЖЕҢ BJ 38 А z (t m PB VB ЕТЕН] 
刻 i 达到 任意 指定 的 状态 ， 

倍 盈 上 面 的 合子 及 离散 系统 能 控 性 的 概念 我 们 来 讨论 连续 
系统 能 控 性 的 问题 。 

ВАЗ Г 

X- АХ + bg (3—7) 

其 中 入 - --т К 

s ШЕВА ра З 

A- —лх а Е 

ó —-n x 1 ру 

为 了 问题 明确 起 见 ， 轩 对 上 述 系 统 ， 先 给 出 下 面 的 定义 ， 

ЖУ ТЕУ ВОЕНА р а С) 能 在 有 限 和 前 时 间 
СОРУША Я А АХ С 转移 至 任何 指定 的 终 态 4 ПП, ЯБ 
人 么 就 称 系统 (3 一 ?7) 在 上 时刻 t= 的 状态 X Go ВЕТРУ. 
若 系 统 的 每 一 状态 x Cto 都 能 控 ， 球 么 就 称 系 统 吓 状态 完全 能 
控 和 的 ， 或 蚀 称 状态 能 控 的 ， 蕉 至 能 控 的 ， 

在 以 下 的 讨论 中 ， 因 为 系统 是 线性 定常 的 ， 不 失 一 般 性 ， 
可 假设 初始 时 刻 为 零 ， 终 态 为 零 坊 ， 

现在 来 推导 所 论 系 统 状态 能 控 的 条 省。 大 家 知道 ,方程 
《3 一 7》 的 和 解 为 


XG) "X + J ечди (z) dr (3—8) 


p 
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根据 刚才 的 假设 和 系统 能 控 性 的 定义 ， 应 有 


XUD=0=6 X0) + | oba (c) dr 


Ü 


由 此 有 


їі 


ХФ) = 一 [hu (z) йт (3—9) 


HAJ- EEE, ир} е4 RRA 
67% = а„(т})1 + (бт) А +з на, (ж) Ar"! 


= Уа, (r) А (3—10) 
Ў ЕЛБА ЯЕ (3 一 9) 并 加 以 整理 ， 得 


X(0) = -Jas (а (rju (т) йт (3—11) 
ЖЕЖ, Н EHEN, SJT MFN TEE. 
设 

Macc-fe 
则 方程 (3—1) 成 为 


Х (0) = улгу, (i 


=I 
(Je < 
= — (ñ, Ab, Ar] ч ч) (3—12) 
| ` 
ЕС, 


若 系 统 是 能 控 的 ， 那 么 对 于 任意 给 定 的 初 态 X (0) 都 应 从 方程 
( 3 —12) RR До, J (tD), с, Jr- Cp Ж. 这 了 就 要 求 系统 
RJ BE PE TESE E 
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了 Ab, e, АРБ) 
HJER л, Bh 
p[5, Ab, 5, AA] (3—13) 
їп ЖЕЕ БРЭС РЕГЕ РН АУ НА] ЯП] E ЗЕ ЯЕ 1 PPH, Ж 
В (3 一 13) 是 系统 状态 冠 全 能 摔 的 充 要 条 件 。 由 此 人 恒 得 
定理 3 线性 定常 连续 系统 


X = АХ By (3—14) 
ЕНЕР НЕ Z Sa ҖЕ i: k АУНЕФЕ ЕЕЕ Н ЕЗУ #, Eb 
pLi, 45... A'E = п (3—15) 
1 KERS 
x⁄ сй эү 705 
L 41 i o =-2: a ш |1 28 
是 否 县 有 能 控 性 . 
Е ABAE ТРЕ ЕЕ Z 
0 эс 
P = |. 9) 


TRARY, MURRER. 
例 2 判定 系统 


х eil 2 gya 0 
F. 0 一 2 о.е Oja 
А 18-3 ^х, 1; 
ERBA АЕР PE, 
М = P BU HE 3 TEEPE 
,0 2 -8) 
S = Ch, An АФ = 0 0 0] 
135-3 1: 


它 的 秩 等 于 2 ， 不 满足 定理 3 的 条 件 ， 所 以 系统 不 能 控 ， 
和 离散 系统 的 情况 完全 相同 ， 雇 上 的 结论 可 以 平行 地 推广 
到 多 输入 的 系统 ， 实 际 上 ， 仿 黑 定 理 2 的 证 明 方 法 ， 不 难 证 明 
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下 述 的 
定理 4 线性 定常 连续 系统 


X = АХ i Bg (3—16) 
s ЙЕ РУ HEERE E НИНЕ РЕВЕ ШЕЕ A s, Вр 
СВ, AB, ~, An" Bj -x (3—17) 
往 丙 知情 况 下 对 于 多 输入 系统 所 作 的 一 些 说 明 ， 在 这 里 对 
连续 情 识 志 照 样 适 用 . 
例 3 А2 
Ж, Qa. lj wn ro 1 EET 
k g aael а] 
是 否 具 有 能 控 性 ， 


解 它 的 能 控 性 矩阵 


Ы 1 1 Б. 
СВ, АВ) =: 1 _ 1 -3 3. 


RRAZ, ВТЕ КЛЕ ВЕ ФУНЧ, SiE, WE 


pBz = 2 
kk ЕРА, ЖС АБЕ. 
Hla ЕТ 
| Ё 1 к 2 7 “| а 1 х, 
| й 
х= 0 2 0 x< + 1 1) 
| Ки» 
Хх: Ü ] 3 Я Оз ` з 1 ] А Ё 
是 否 具 有 能 控 性 . 


Я ЖИТТЕ у 
2 1 3 2 5 И 
£= СВ, AB, A'B] = 1 1 2 2 і i 
.-1 -1 -2 -2 -4 -4/ 
(2—18) 
把 它 的 第 2 行 加 到 第 3 行 去 ， 得 到 矩阵 
~ 190 一 
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ооо о; 

ВЕЕ E 2, РТМ Е НЕЗ. 

在 计算 行 比 列 少 的 矩阵 的 秩 时 ， 有 于 可 使 用 关系 式 
рте РОТ 

和 通过 计算 矩阵 557 ВОЖА E АБ 5 的 我 ， 在 本 例 中 


Ë 1-13 
ктщ 2 S дүп =1| 
т< 1 1 2 2 4 49 2 79% 
ү Ел 
5 4-4. 
á 4 — 4) 
г 59 49-49. 
= 49 42 -42| 
4а -42 42 


它 的 秩 也 是 2 。 确定 44 RRA PTZ ЇН. 

将 定理 3 、4 拿 来 与 定理 1、2 比较 一 F， 马上 发 现 ， 定 
常 连续 系统 与 定常 离散 系统 的 能 控 性 条 件 是 一 致 的 。 这 自 有 其 
喇 在 的 联系 ， 事 实 上 ， 从 离 艇 系统 的 能 抱 性 条 件 可 以 写 出 连续 


系统 的 能 控 性 条 忻 ， 
定常 连续 系统 
Х= АХ + Bu (3—19) 
可 以 看 成 定常 离散 系统 
XL +1YT3 = Q +L TA) X (T) + ТВа(ЁТ) 


(3—20) 
当 工 二 全 时 的 极限 情况 (参见 第 二 意 第 六 节 方程 6 一 21) 。 系 
Ж (3 —20) 的 能 控 竹 矩阵 为 

(ТВ, Gd +TAÆA ТВ, =, (I + ГАУ ГВ) (3—21) 
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ZY БОР БЕНӘ АН НАП Я ЯЕ — + Яз E Ek, MA (3 一 
21) Ж TARAFA ba EET B, М.Ж = yE И W hat s 
КЕТВЯПТ АВ, I h ask F E, EaR A Ea ha yE T B, 
… Tn As B, BLS TETEH, 2825 As Wp) ЖЕ [ГЕНЧ gk, 
ТАЗЕ ЈАНО. ERE 
СВ, AB, ..-, А-В] (3—29) 

Бр СЗ —2D 有 相亲 的 秋 。 这 就 是 我 们 所 要 说 时 的 ， 

以 上 讨论 的 能 控 性 居 针 对 系统 的 状态 而 言 的 但 在 控制 系 
统 的 实际 设计 中 ， 血 要 控制 的 是 系统 的 输出 ， 并 非 系统 的 状 
态 。 因 此 ， 有 有 必要 研究 系统 的 给 测 能 控 性 ， 


ВРЗ 0 Л ЕЧ 
Х=дАХ+Вя (3—23) 
Z=CX + Ds (3—24) 


PX -e {К рїї 

0—— т pma E 

2—--1 维 输出 向 量 
而 А,В,С,Р 是 有 楷 应 阶 数 的 夭 隆 ， 可 以 证 明 , 由 方程 《3 一 
23) 和 (3 一 24) 所 描述 的 系统 ， 其 输出 完全 能 控 的 充 要 条 件 
是 ix (s +1) т mE 

ССВ, САВ, СА?В,...,СА"—!В, Р] (3—25) 

EJER /, BEBE (3—25) ЖОЮ ОНЕР EE SE EE, 

2 [э] ЖИ BH Ж Ж bi, A EER Jus H F ini е 5. 

E ATE РЕНЕА РА 0), AER W BJ D 
(一 内， 能 把 任 一 给 定 的 初始 输出 Z (to 转移 到 任 一 指定 的 
最 终 输 出 ZG ， 那 么 就 称 由 方程 (3 一 23) ЯП (3—24) 所 
描述 的 系统 是 输出 完全 能 控 的 ， 或 输出 能 控 的 . 

例 5 判定 系统 
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2-11 ол | 
НАИ НЕРУ PELUK 258632 E, 
和 解 ” 系 统 的 输出 能 控 性 矩阵 为 
СВ„САВ лш 01 一 2 
它 的 秩 为 1 ,每 于 输出 变量 的 数 日 。 闪 此 , 2 26 E wj НЕРУ АУ, 
RAAR Z Ba И TE ЭН Ep 2 
СВ АВ) = | 3 
它 的 秩 为 1， 不 等 于 系统 的 阶 数 。. 因 此， 系统 是 状态 不 能 榨 
BJ. 
М, КАШ. RAA ETEA НЕЕ FEE Z [А] ВЕН o К 
的 联系 ， 
КЕ ЖШН. {ЕВ ЕШ ИДЕН ЫЕ ЕИ. ШЕШУ, =< 
ГЕНЕР КЕШЕ ВЕРЕ ЇН ЛЛК КЖ. S puj RE, M fyri 
论 过 系统 的 能 观测 性 之 后 ， 一 并 研究 . 


ЖЩ: ”线性 定 第 系统 的 能 观测 性 


在 实践 中 常会 过 到 这 样 的 问题 ， 系 统 的 状态 变量 不 能 喜 接 
测 屋 ， 能 否 根 据 系 统 的 输出 把 这 些 状态 变量 确定 出 来 。 这 就 尽 
系统 的 能 观测 性 问题 。 在 现代 控制 理论 中 ， 这 个 问题 很 重要 。 
记 间 能 适 过 给 出 变 其 把 状态 变 重 确定 出 来 ， 那 么 尽管 这 些 状 态 
变量 不 能 直接 获得 ， 但 仍 可 能 用 性 们 米 进行 反馈 ， 从 而 实现 最 
REH. GURREA ERKUT, KIEFRA 
优 的 效果 ， 

4.] 离散 系统 

现在 考虑 离散 系统 ; 

Х(&Ё+1)=- АЕ) ХО) + (А) ECE) (4—1) 


=з 
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Z(&) = C (£) X (Ë) (4—2) 
H rB Х(#)—- --л 维 状态 向 量 
ику hh ҢҢ АРЕ U pç 3 
Z(&)- .一 +t 维 输 出 向 量 
А02) — # x t Н 
ó(&)-. — ax 1 ФЕН 

C (&)- іх WMR (输出 矩阵 ) 

ЗАЙ ум (4—2) TAAL A2. ЯР ЭЙ ЙН E 
СОНЫ л, WAR: БУНЧА УЛ (站 就 能 唯一 地 确定 出 第 
; 步 的 状态 XC ，、 洪 CO 的 秩 小 于 那么 由 Zz 介 就 趟 能 把 区 人 
唯一 地 确定 出 来 ， 当 /—< 时 ， 便 属于 这 种 捕 况 。 这 时 我 们 要 
Hh mp (D 把 人 叭 一 地 确定 出 来 ， 那 么 再 加 若干 
步 的 更 测 是 否 就 能 把 X ЕЁ —-НШ E НҢ ЖЕМ Т 这 上 就 是 目前 我 们 
要 解决 的 能 观测 性 问题 ， 

定 儿 ”对 于 由 方程 (4—1) 和 (4 一 2 描述 的 系统 ， 若 
能 根据 第 i 步 及 以 后 若干 步 的 观测 Z (i. ZG + 1), -e Z (N), W 
能 唯一 地 确定 出 第 步 的 每 一 状态 ХО), ШЕКТЕ г 步 
是 能 观测 的 。 若 系统 在 任何 一 步 上 都 能 观测 ， 则 称 系 统 是 完全 
БЕ ЖИД, кир БАНЕЛЕП Ду, 

在 进行 具体 分 析 之 前 ， 先 看 两 个 例子 ， 

例 1 HERA 


xD] í 2 орсо р [1], „, 
(mat) о + lew 


[ x, (A) ` 
| xÈ) | 
ТВЕА), Н 0) ЕЖ, 
ОЛИ SG BJAYR ДК Л ЛИЕ ЛА НЩ 


Zos р 00]. 
~ DA (F) J 


204) = съ 0] 
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Z&+ =r o era] 
A (2+ 1) 


а Г Jec oof, и) 
1 1 


т? xali J 
х) 3 1 + glz) 
кут) ] 
х (D 4 # (2) 
TUS. ТЇ] ; 
х.(# +2) 

2 ү: мү?) ыр] 03: 2 0 

—1 一 3 А, F) š “1 一 3 


-79 oa 


{D +C] ИША; 
1 


ү 
I= = 
һа. 


= 4 оз 09) краб + +1) 
nxa ka) 


= dx (D -t 2н (Р) al 1) 
由 届 上 各 式 能 够 把 xG) АЕН. АЯН КШ Ат 
Т, Ил» # +1) 都 是 己 知 的 ， 但 不 能 把 x 确定 出 
来 ， 因 为 观测 方程 中 不 包含 xC) HERS RE T PRW 
也 是 如 此 。 所 以 ， 系 统 是 不 能 观测 的 ， 
#2 ҥй)” 


АСКО [1 01° [хуу ү 2 
ох +1) Е 0-2 1 | x(k) +i- 1 800 
exkl) 13 0 2.0. хуу, À 1: 
б ox R) ` 
ZG = 0102 x(k) 
х.) 2 


是 否 能 观测 。 其 中 (к) 是 给 定 E bs $£, 
HO Jp D ERS u. RE 
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хк) ` “1 Ü =l | 2 ` 
X| х0. А=[0-2 1, #=|-1, 
АО. 3 0 2⁄ ` 1 
C=791 07 


根据 系统 的 观测 方程 和 状态 方程 可 得 
FN = CX 
Z+ GAC ЕК1) =б Г 1Хх GY bd) 
=C AX{ + huii) 
Z(i+2y ‚ЄХ у= ЛХ 1) арабк) 
= САУЫ С АРн) e C bu (2 + 1) 
PEREA Р CHE AD LE aK, 25 m 
Z= 0 1 OCX 
А(1+1) = С0 2 ING O g (2) 
Абв 2) = С3 4 0 XG) +3607) wiit 1) 
E pk R 0, nf e 


I Z G) 70 1 0 ух) 
G k y +800) =l 0 —2 1 (xw) 
l Z(i+2- 308) +z#lia .3 ГАНЕ 


上 式 左 端 是 己 知 向 量 ， 因 为 r, G+ EHER, ZD, 
ZG +1), и) дА С, ВЕ НАЈ. НЬ Ну, РАХЕ] 
数据 ZG), ZED. ZG + 2) 能 省 唯一 地 确定 出 第 ;i 步 的 状态 
x G), wt х0), HEE RIEP 


sÜ 1 O` 
P-o -2 í| 
Е 4 g) 


的 秩 为 3 ЖЕР 了 满足 此 一 条 件 ， 所 以 系统 在 第 i 步 上 是 能 观 
测 的 。 因 为 所 论 系 统 是 定常 的 ， 上 述 推理 对 任何 的 :2 者 成 立 ， 
所 以 系统 十 完全 能 观 涡 的 ， 

们 上 助 上 面 移 两 个 例子 ， 我 们 米 证 明 如 下 的 定理 . 


== 106 = 
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定理 5 线性 定常 离散 系统 


Х(ё+1у= AXE) + bulk) (4—3) 
Z (&) = СХ (А) (4—4) 
其 中 ак) EHEER HERRAN BU ЛС ЖЕ 26 FP JE 
C | 
p CA x = # (4—5) 
сд! 


ERARE EA в xx 矩阵， 称 为 系统 的 能 观测 竹 和 矩阵。 
当 上 述 条 件 满足 时 ， 称 年 阵 偶 с, Со 是 能 观测 的 ， 

ШН 所 论 系统 是 定常 的 ， 不 失 一 般 件 ， 可 设 观测 是 信和 
步 开 始 ， 要 确定 的 是 和 步 的 状态 x Os x, x (0). д(А) 
既然 是 给 定 的 ， 从 上 例 中 已 经 看 出 ， 它 是 否 存 在 不 影响 系统 的 
能 观测 性 ， 可 以 设 它 等 于 0. 这样， 根据 观测 方程 C4 一 4) 和 状 
态 方 程 C4 一 3) ， 可 得 

е 


Z (1) = САХ (0) 
"l і-я A-3 Re] 


7(#—1)-СА"-1Х (0) 
Wg Ж РЕ IETA ИГ ЖР ЕЛЫ » 4 Jr 8 ы e = 45 ME BE Г Жї 


ZO р {С Y=) 
20) са | x, (0) | с 


oi 
Zoa = | | СА" | x, 0) | 
根据 第 一 节 中 的 定理 1 或 定理 4 可知， 上 式 有 唯一 解 x (0), 
х›60), x, 00) 的 充 要 条 御 是 其 系数 征 阵 ， 即 系统 的 能 观测 性 
矩阵 了 的 秩 为 z, MB 
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“C \ 
CA |! 


= д 


p : ] 
CA ) 


这 就 是 所 要 证 明 的 。 
为 了 如 深 对 上 述 定性 的 理解 ， 我 们 再 举 两 个 例子 。 
3 确定 由 方程 
Bd 2 || A 1 Ja 
x (Ë+])7” А-1 ox t 17 


F 4. 2 ох. (Ë) | 
Z Мыл, 155.0 
БТ T8 ЖЕ PUJ #& ЖЕ Ze: A BO XW M ? 
Е t. НУ АШ Е 
r 2 07 
| í: 
WPH 2, € AJEN ITERE ШАБ J 2, БОШ) АЕК B 85 xa 


WW, XERE, ШЕШ ЕНГ, ЖЮ; 步 的 观测 Z 
马上 就 可 确定 系统 第 ; 步 的 状态 X G, 


H: 确定 由 方程 
a “C 
koena @ =й 1 хед + = шй) 
3 0 2 | x" 1: 


гою =[ Ü 0 і ix 
P оо) 


ЛІЗИН ВЕЙ. 
Be ”系统 的 能 观测 性 矩阵 为 
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оо 1 

Е 1 O i 
сд | 30 2 
F: Lüsi] 
90 1 

-2 0 а) 


它 的 秩 小 于 3 ， 所 以 系统 不 能 观测 . 

将 例 4 与 例 2 比较 可 以 发 现 一 个 有 意思 的 问题 ， 同 一 个 系 
统 , 观测 数据 少 , 反而 是 能 观测 的 ;， 观测 数据 多 ， 反 而 是 不 能 观 
测 的 。 这 表明 ， 通 过 观 浏 输出 来 确定 系统 内 部 的 状态 变量 时 ， 
选择 观测 量 ， 即 正确 地 确定 观测 矩阵 具有 十 分 重要 的 意义 。 


例 5 确定 由 方程 
2 03 
Х(@+1)= -1 -2 о !Xk) 
o 1 2) 


го =|1 9 9 x(0 
“p 1 O` 


Er Të yË PJ Ж 26 ЛЕ ТЕ Bb XL 38 1 
Ж RRENA A 
| 1 Ü 0 
С 0 1 Ü 
C a: | =] = O | 
| 4 3 12i 
Ü 4 = 3 


名 的 秩 等 于 3， 所 以 系统 是 能 观测 的 ， 
有 两 个 问题 ， 我 们 要 借助 例 5 说 明 一 下 ， 首 先 ， 系 统 的 能 
Ж A FE yE F ТЕ ЖР {т ЕРЕК ЕЛЕ ЗЕРЕК y 3 
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Z (05 ` 1 0 0 
7,60) | | 0 1 D|. 
А | 2 0 зк, (4—7) 
ЭМ) -i -2 O j 
COREENE г 
‚| 7/(2›), + 0 4 — 3: 


BRAUER, JE (4 — 7) 包含 丙种 情形 《参看 第 一 节 中 
1.3), FRAJERA Ep, EH 


1 0 0/1 о 0 700) 
o 1 оро 1 0 ZO 
2 0 3 бы 2 о 3 ZO) ' 
1-2 0 -1-2 0 2,01 | 
x 4 3 а; | 4 3 12 72)! 
о 4 о 4-3 Z , 


有 相同 的 秩 都 等 于 3， 那么 方程 (4 一 7 ) 有 唯一 - 解 。 若 不 满足 
上 述 条 件 ， 但 系数 矩阵 有 最 大 可 能 的 秩 ， 在 此 例 中 是 3 WA 
方程 《4 一 7) 有 了 唯 一 的 最 小 二 乘 解 。 姑 合 实际 来 党 状态 
x (0), x,(0), x,(0) 是 客观 唯一 存在 的 ， 所 以 方程 (#4 一 7?) 应 
НЕ — R, CEART., WHAE Z (O). 2,00). +. ,7,(2), 
Z,(2) 可 以 假设 没有 任何 误差 ,完全 反映 真实 值 ， 那 双 系 数 矩 阵 
与 增 广 矩阵 和 白 然 会 有 相同 的 秩 ， 不 发 生 逆 拓 。 因 此 方程 (O 一 
Т) 有 唯一 解 . 这 好 像 测 量 一 个 零件 的 长 度 ， 每 次 测量 者 得 于 
观测 方程 
Z=} 

Жи REWERA, / 代表 零件 长 度 。 如果 每 次 测量 都 没有 误 
差 ， 那 么 每 次 都 得 到 相同 的 观测 方程 ， 这 些 观测 方程 合 起 来 构 
成 的 代数 方程 组 自然 满足 代数 太 程 解 的 判别 定理 ， 实 际 上 ， 堆 
件 的 长 庭 客 观 存 在 ， 滑 措 又 没有 误差 ， 观 测 方 程 组 不 论 有 多 少 
个 ， 人 必然 也 是 祖 容 的 ， 因 而 有 唯一 解 ， 在 此 情况 下 ， 系 统 能 观 
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测 的 合 艾 是 已 经 明确 了 的 . 这 是 我 们 讲 的 第 一 个 问题 。 х, 
如 果 观 油 有 误差 ， 实 际 情况 往往 如 些 ， 那 么 方程 组 就 会 出 现 簿 
盾 ， 或 者 说 不 相 容 而 没有 解 ， 这 时 自然 会 问 一 下 ， 系 统 能 观测 
的 含义 是 什么 呢 ? 在 由 情况 让， 我 们 说 ， 厂 方程 组 有 叭 一 的 晤 
小 二 汪 解 ， 那 么 就 认为 系统 是 能 观测 的 ， 否 则 就 是 不 能 观测 
的 . 
项 便 还 要 讲 - :下 ， 在 讨论 多 输入 系统 的 能 控 性 疝 题 时 ， 在 
那里 作 的 一 些 补充 说 明 在 这 里 也 照样 适用 。 就 例 5 说 ， 我 们 只 


要 根据 矩阵 
0 
суо +10 
сА l| 2 оз 
.- 1 -2 O: 


[ШЖК Ж З 就 足以 判定 系统 是 能 观测 的 了 . 
42 线性 定常 连续 系统 的 能 观测 牡 


设 系统 的 方程 为 
Х= АХ + Ва (4—8) 
£= СХ (4—9) 
式 中 X. -s RBH 
п-т 维 输入 向 量 


Z—— 1 Muya] bt CW Hill E) 

HA B.C 是 维 烤 相应 的 常数 年 阵 ， 

定居 ” 缩 定 由 方程 (4 一 8) 和 {4 一 9) 描述 的 线性 定 
TRAO EAER GEDA O, ETEB MAIRETA, 2,2240, 
БЗ Б арг, Ва А СО А С), ВЕНЕ —Ш 
确定 出 系统 在 时 刻 把 的 每 一 状态 (6 ， 那 么 就 称 系 统 在 t, E 
能 观测 的 ， 若 系统 在 所 论 时 间 区 间 工 的 每 一 时 刻 国都 是 能 观测 
的 ， 那 就 说 系统 是 完全 能 现 油 的 ， 或 简称 能 观测 的 ， 

可 见 ， 上 述 定 义 和 离 葡 情 况 的 定义 本 质 上 廿 一样 的 Eš 
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此 ， 下 述 定 理 和 次 散 情况 的 定理 本 质 上 也是 一 样 的 
定理 6 由 方程 (4—8) 和 《4 一 9) ЖЕ, 
其 完全 能 观测 的 充 要 条 件 是 ix x # 矩阵 
Сй, | 
P= CA 1 (4—10 


4 
HIRA m, 
EAF НИЖЕ SRA НЕ ТЕ РЕ: 3 КЕТИН ТЕ 8895 JE 
Н} ЖО p ЕДГ Л, CO 是 能 观测 的 ， 当 系统 的 输出 为 数量 时 ， 即 当 
ВЕС 为 12 AEE, EWM EEE P 是 个 xz УЙ. ДЕБ 
情 识 下 ， 系 统 完 全 能 观测 的 充 戏 条 件 是 方 阵 卫 非 奇异 ， 
证 好 根据 系统 的 状态 转移 方程 ， 石 


A (= etto + J tr Butoh (4—11) 


fg 
( 优 看 第 二 章 第 一 节 方 程 3 一 9) .由 此 得 输出 
20) Cetna XQ) +С | ett Ba(r) de (4—12) 
Т 


我 位 的 目的 是 研究 在 什么 条 件 下 从 输入 xz G) ЯП С 
АКА (С) MERX, DF: ERRERA, hi (4 一 12) 
НА 2 (D ФЕ ЖЕШСЕ. Er ARR ZO Ж 
ЖХ G) БШ | 


Z (ty 一 C fest" Badr) {т 


来 求解 ХО) 是 完全 等 价 的 。 叉 由 于 所 讨论 的 系统 是 线性 定常 
ВУ, 不 失 一 般 性 ， в] ARBEO, 这 样 一 来 ， 我 们 欧 问 题 就 变 


成 由 方程 
Z (t) = Ce X (0) (4—13) 
Жай е X (0) 。 利 用 凯 莱 -哈密 顿 定理 ， 可 知 
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et = Уа, A (4—14) 


Жора, (Ол Бр, HEER, ЕЕРЕЕ НАЈ, Ж 1. K 
代入 方程 (4 一 13) ， 可 得 


Е] 


КАЧУ = Уа GC AX (0) 


或 写成 
A = a GC NX (0) +a, САХ) + --: 
+a. (C An. X (05 (4—15) 
EARR, ЖЕТЕН ГӨЖ [ш]0< e r, 内 的 观测 Z G, 能 把 状态 
(0 唯一 地 确定 出 来 的 充 要 条 件 是 加 xx 虑 阵 
Жү» | 
Р= | СА | 


сае) 


的 秩 为 上 。 就 是 说 ， 系 统 完 全 能 观测 的 充 要 条 件 是 它 的 能 观测 
ШЕР: P ВК т, Вр 

РЕР] = я (4—16) 

在 上 述 证 朋 中 ， 从 方程 (4 一 15) 直接 的 出 条 人 忻 (4—16) 

需要 解释 -下 。 为 便于 理解 ， 我 们 假设 输出 Z(t) 是 个 数量 ， 即 
С 是 个 1 x aG E, ТЕШ ЇН F. ЕНЩ 

СХ), САХ), e, САХ 0) 
都 是 数量 ， 可 以 分 别 记 为 

ЄХ\0;= Pa САХ) = В, s C As-1X(0)= B., (4—17) 
这 ?个 量 B 3 …,.P-, 是 由 观测 < 确定 的 ， 而 县 是 唯一 地 确定 
ВЧ. 01717 ВН — да. MARRA (4 一 17) 可 将 方程 (4 一 
15) 写 为 

20092 = Ва (b + Ва (D tt 《4 一 18) 
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HT ч) (A(t) 是 线性 独立 的 ， 所 以 是 由 观测 
2 唯一 地 确定 的 。 换 各 话说 , Р СТАЈАО) Ж, Вл. 
Ёсе. В MWERA Иал, (4—17) ЖЕ Б s >= 
方程 ， 写 成 矩阵 形式 就 是 

wei 

з, | -i CA X (0) (4—19) 


а, 1 A} 
上 也 表明 Ш[ 
G ' 
CA x (4—20) 


CA | 

НИК g дА СОУ ПЕ — ВОЗ З Е. WAWAKI p O — 

15) ЖН (4—16) ЖОК, ERE С 是 /xza 的 矩阵 时 ， 

ЖАНТА Б ВЕ З ATi bhi, BARA, СЕЗЕ, 
Е 8 Ела, (0) ,aa tb 是 线性 独立 的 ， 现 就 

ЭЖЕЕ АЛ ЯН IHE ШИ ТЕНДШ F. ЖЕТТ, Ж 


EL = m (D +m СА e A ¿= 1, р й 


(4—21) 

= pu, а РЕ дЕ 

гё . Í 1 lieh” a D | 

| zł —! n=l] | 

| ë =: р О А-4.77 1а) ja 

ү Ia si (4==22) 

че A 
Б a, et、 det) 线性 相关 ， 因 而 

Cum KP) T Et Fe a (D = 0 (4—23) 


则 将 方程 C4 一 22) BN Y Z BE SE EE 
| 
| 1 Аз | 
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Bo FARE 

РЕ 
恒 可 根据 等 式 (4 一 23), 得 

直人 0 (4—24) 
其 中 心 ЖЫШ К. j E KC Si p Ж (在 第 七 证 2 一 :3 
ЗС Е — HED., HiP” Aea Ga С). а, 1009 
线性 无 关 。 

例 5 FERH 


Аз FL fi ВЕ AW] TE 2 
解 ДЕШИН 
боер g] 


J BE Е Е 
.... 
ЗСА і. 


1 9] 
й З. 0 | 


是 奇异 的 ， 所 以 系统 不 具有 能 观测 性 ， 
例 7 FEAM 


昆 否 且 有 能 观测 性? 
И ИВЕ РЕ 0 
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É ko = gl 
¿As Л 2-1. 
Кш 


ЧЕТ 2, ЭО E REN 8069, 


第 五 五 ”能 控 性 条 件 了 能 观测 性 
条 件 的 为 一 形式 


ЧА Ж ЖОНЕ A WIERE SPEER., HER ЕНЕРУ 
与 能 观测 性 有 简便 的 条 件 ， 这 是 从 前 述 的 充 要 条 件 就 可 推 证 出 
ЖН]. 

5.1 能 控 性 条 件 

考虑 由 下 列 方程 描述 的 线性 定常 系统 ， 
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,= jy, + fat, + fy, t-o РИСИ (5—5) 
J, SAY, +f, +], к „6 
由 此 可 以 看 出 ， 通 过 线性 变换 (5—3) 之 后 ， 各 个 状态 变量 
己 经 解 契 ， 只 能 通过 输入 #( 四 ?进行 直接 控制 ， 车 矩阵 了 有 任何 
一 行 的 元 素 全 等 于 零 ， 那 各 从 方程 组 (5 一 5) ЛЕШ, 
БУ АК ЖБ E E wh AS BBS ЕШ {ЕИ Ал, 的 控制 。 因而， 系统 是 不 
HEFEI, Me, BERF 没有 任何 一 行 的 元 素 全 等 于 零 ， 系 统 
必然 是 能 控 的 ， 由 于 状态 变量 经 过 线性 变换 (5 一 3) 不 会 改变 
Ж АВЕ Е, НЕО 

定理 7 ПАНКА 

X= AX + Bz (5-—6) 

的 系数 矩阵 1 有 互 不 相同 的 特征 值 ， 则 系统 能 控 的 充 要 条 性 
T, EMP BRAE- THC ERASE., pEr P EE 
阵 才 RER SEEE, 

实际 上 ， 这 个 定理 是 第 三 节 定 理 3 i HTAA ERER НЕ 


it. 
ITERA НУЛЕ НАТ А BeAT ERN., RITS 
下 面 的 
定理 8 若 线 性 定常 系统 
X- АХ + Ви (5—7) 


ОЕА С, НИЗА НОН: P uz y S ` En 
淮 形 ， 则 系统 能 控 的 充 要 条 件 是 : 

(1) 窍 隆 P73 中 对 应 于 瑟 不 相间 的 特征 值 的 各 行 ， 没 有 
一 行 的 元 素 全 等 于 等 ; 

(2) 矩阵 P-: 了 中 与 每 个 若 当 块 最 后 一 行 相对 应 的 各 行 ， 
没有 一 行 的 元 素 全 等 于 零 ， 

条 件 (1) 与 定理 了 中 的 条 件 一 样 ， 条 件 “2) HRE 
当 块 的 最 后 一 行 ， 原 因 在 于 这 些 行 所 对 应 的 状态 方程 是 与 其 它 


С 
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状态 方程 完全 解 耦 的 ， 只 通过 和 输入 来 控制 ， 而 矩阵 РОВ 中 对 
应 于 若 当 块 的 其 它 行 的 元 素 则 不 要 求 多 不 为 零 ， 因 为 与 这 些 行 


相应 的 状态 全 是 有 契合 的 . 
ЎЛИК Е, ТТУ ШЕВА ERI — К, Mi 
“h 10 O` 0} 
PiAP=J = Ü А 1 0) рив-р- Š 
ооло É 
ооо 41 ч) 
(5-8) 


АХ ASE — ВЕНН, АН i Bh RTR ЖШ ЕЕ, 
证 明 ВЕ (5 一 8) 所 代表 的 系统 其 能 控 性 矩阵 为 
о Ü а, Зод ` 


$ a EP, ]F, PF, pF = 0 @ 294 Зад 
ka; Б i 一 Г-ни 
‚б ФУ, a À aA «А, (5 g) 


x. eE. OAs Aoh Aad 
不 难看 出 ， a 与 as ЖЛЕ У 满 秩 的 充 要 条 件 ， 根 i 
第 三 节 定 理 3 ， 这 就 是 系统 能 插 的 充 要 茶 作 ， 
例 1 下 列 系 统 是 能 控 的 ， 


ч. 


下 p= 0 СЕ 71 | 
本 
za =] 0 
' | "РЕ a 
Ya Р Ü ü 1 Mg ` Ü К 
х, | т 1 1 0 Ü Ü | | | | 0 s 
| | 
É | 0-10 0 0 wl © 1| 
E Ta 0 o 2 Ü O ух, = k 
x, | 0 0 0 — 3 i x. O | 
| 
о oo o -3lx ` 2J 
FPR ҖЕ AS B6 52 BJ, 
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下 дуры 0 

| 1-1 0 — 5 lx, ш š 

L. е а. 1 Ü Хо, сш ==] | | 
уз о-о юно ofe] 
ш Ü U 1 uj .3 -2 Е, “z 
ба 1 0 0 бух Í Е 
|ж. | 0-1 0 0 0х, O 
|x, 2: 0 0 2 0 0 wylt/—1% 
хб O 0 0-3 11х11 0 
1 0 0 0 0-3: x; ” 


т жщ. MEPE B ЭА ЖЕШ. £O EBE ТУЯ [я] HJ F ЙЕ 
a, ШЕЖЕ Т Ир; ЖЕРЕ 4 的 若 当 标准 形 了 中 有 两 个 冶 当 
氮 的 特征 值 相 同 ， 则 定理 8 TEY. лі ЗЕ ВВ 59 AMER 
(5 一 9) 看 出 来 ， 车 2-2, MER S BERETAN, Ti 
足 第 三 节 定 理 3 WRH, 
例 2 下 列 系 统 是 不 能 控 的 ， 


„ш ш 01х21, (5—10) 
0 —2- `1 
r-3 1 0 ` O ` 
Í 
Хер 0 -3 о Хата (5—11) 
0 0-3 Ж. 


ERAN RREA ЖЕ ЯЙ ЛЕ ЛИЛ БЕ ЗЕЙ HJ, py 
用 定理 ?7 和 定理 8 特别 方便 。 ТТ, ЛЕНЕ ЕЕ З 更 为 简章 . 
5-2 能 观测 性 条 性 
考虑 由 下 列 方程 描述 的 线性 定 弟 系统 ; 
X = AX, ке 20 (5—12) 
Z= СХ (5—13 
BARRERA EATA, WARR SE РИП AE 
HAAF, EI 
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РД й. 


o 2, 
HW PA E А 
X = PY (5—14) 
将 上 式 代 入 方程 (5 一 12) 和 《5 一 13》 ， 可 得 
Y =Р-'АРҮ, Y (0) = РХ, (5—15) 
Z= СРҮ (5—16) 
出 此 有 
Z -CPer AY (0) 
l 0 ` 
= СРрр Ж | Yeo) 
. Ü гё? а! 


"i 


ету (0) | 


СР | ey (0) | (5—17) 


i! 


А Pay, (0)! 
1% Е 


е ван r; 1 
Per : | 
Ў fi 
可 将 方程 (5 一 17) 写成 
Zi i Er | “ы | 
Yo = eu ži уу He а Pi (0) +. 


: |: ° 
Ху | ` Ti | 时 J 


da | 
+e fas у, 0) (5—18) 
л. 
59—271, Aü ii Z (D 是 理想 的 , 没有 任何 误差 ， 就 是 
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说 ， 直 接 根据 观测 数据 我 们 有 


| 总 | | ' В. i | В, i Piy ) 
| 22 [= е Pa +e ,Bs |+ Pe В... 
: : Ж: : 
É : | Йй, | | Br | B:s | 
(5—19) 


其 中 外 都 是 常数 ， 是 随 观 测 Z (гуре ВЈ. НОГЕ 5—18) 
方程 《5 一 19) 本 得 


[7+ | ‚Ви I 

x fs: J (Da = Вз, | =], Дус, 

| J: ` ĝa , 
ШЕ ЖШ, пж Ды. Jo, Е" Íri 不 全 为 等 ， 比如 说 ， Ji 不 为 
F MARRARA 

t, Bi 

s 


就 能 把 3,00) ТИН K. хий. АКЕТТИ YW ВО ЗЕ 5 Ж 
HE. E CP 的 任何 一 列 的 元 素 不 全 为 零 ， 在 上 述 推理 中 ， 
TERRA- F, RtH (5—14) 不 会 以 变 系 统 的 能 观 


WE, 
我 们 知道 系统 的 输入 项 与 能 观 调 性 无 关 ， 所 以 可 把 以 上 结 
论 归 纳 成 下 面 的 
定理 9 车 线性 定常 系统 
X AX + Bg (5—20) 


Z = СХ (5—21) 
ЖЕНЕ А A А АНА BS p Eds, Ш Bb Y BM BJ ЖЕЛЕР: 
Ж: ЕЕ CP Wk Lin 86 BJ u S > By, ИТШ P ЖН 
FE ABS БЕ. 

实际 上 ， 席 用 第 四 节 和 定理 6 就 本 直接 证 明 本 有 定理， 读者 可 
以 试 一 下 ， 当 作 练 习 ， 
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ATERA RRIA EAE SEA за НАН 
PEJE, T EI Н 
定理 10 若 线 性 定常 系统 
кез. И ы (5—22) 
LEGA (5—23) 
ЖЕЕ А ARRE, НАЗЕ НОЕ ЕР ЖЕ IAT PRE 
Жа, ША ДЕЛЛА Т) ЖЕ ЗЕ % pr, 
(1) БЕ CP 中 对 应 于 互 不 相同 的 特征 值 的 各 列 ， 没 有 


一 列 的 元 素 全 为 堆 ; 
(2) ЖЕЕ CP 中 与 每 个 若 当 块 的 第 一 列 和 相对 应 的 各 列 ， 
没有 一 列 的 元 素 全 为 替 。 
象 对 待定 理 8 MF., HEDRER EERE MTE, ЕЩ 
来 证 明定 理 的 一 个 特 款 . 
证 明 J 
“i 1 0 0 
Рг'АР-]='0% ® 1 © CpG=c 0 ба, 
0 0 2 O 
000 А 5 
(5—24) 
н ЕТЕ ТЕА 9 ЖВНЕ ЯЙ, Ж FE ЖЕ E 3 
| © | а, 0 0 @ | 
' GI lah, F y m,A, | 
GP | адада, aA? (5—25) 
LGJ : aA’ 3a At Bad адо 


AEE Hi, a, ба, 全 不 为 堆 是 上 一 上 定 阵 满 筷 的 充 要 条 作 ， 根 据 
ЦЕР Ө, ЗХ ЕНЕ Е ЗА Е. 
з 下 列 系统 是 能 观测 的 : 
Х:172 O x, Z: zi 33) X 
L. 0 —2Ə. 
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| | 1 9 0 | 
= 0-3 0 X Z= 0 o - |> 
0 0 1 
[73 1 0 9 0 ` 
| 0-3 0 0 о 
х= 0 0-2 1 0'Х,7-Т-80300Х 
| 0 0 0-2 1 
коио о с 
ТЈ ЛЕ Bë АЙ ЖЇН. 
ыш и. Жср 
- АЁ ` 
^-3 l O 
` Ц = В = Ë — 
Х= 0 3 0 X, Z= + 2] x 
0 017 к т ше 


^-3 1 0 0 0> 
| 0-3 o 0 0 

Xs i 
x | 


ооо 0-2: 


ІМ] ВЕ КЕРТҮ ИЕ АНИ, ЗЕРЕ C АСАН РЕВ, З А 
有 和 家 同 的 特征 信 ， 则 定理 9 ЛУ АУЛ. E EREA ДЯ ЧИЕ 
三 中 有 网 个 奉 当 记 国 特征 从 相同 ， 则 算 理 10 不 能 应 用 。i 一 论 
断 很 容易 从 表达 式 (5 一 25) 310, 3704, А, WAEN M fE 
矩阵 显然 是 奇异 的 ， 不 满足 第 由 节 定 理 6 的 条 性， 

例 4 下 列 系 统 是 不 能 观测 的 : 


„_[— 2 0 `+. а 5 
文 =| oI 2 
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一 3 1 O ` 

х -! 0 一 3 0 |Х, Z=( 1 p 31 X 
| | 
3 Ü 0 —3: : 


第 六 下 ”能 榨 性 、 能 观测 性 
J 1 R А ЖН] Эс Ж 


在 描述 一 个 给 定 的 系统 时 ， 现 代 控 制 理论 使 用 状态 方程 ， 
而 三 典 控制 理论 使 用 传递 函数 。 一直 认为 这 两 种 方法 在 本 质 上 
是 一 样 的 ， 频 该 得 出 相同 的 结果 ， 卡 尔 曼 第 一 个 严格 地 证 实 了 
这 种 等 价 性 是 有 条 住 的 . 为 第 清楚 问题 所在 ， 计 我 们 先 研 究 一 


个 例子 . 
考虑 如 图 3 一 2 所 示 的 自动 控制 系统 ， 容 易 求 出 它 的 传 冲 
В Ж) 
1 — — 5 
7 (з td 
ТАР 5 э ЕЕ ЖЕР 
дї) -6 1 ` 
| 
5-1 
sA cei 
q il, 1 +5 
sua жое] 


它 有 唯一 的 极点 ?= - 5， 这 表明 系统 是 稳定 的 。 介 是， 在 计算 
ТО) 的 过 程 中 ， 有 一 个 在 右 半 平面 的 枢 点 了 =T+T1 和 零点 
s= +1 WB r. ЖЖ АРИ АЕ ТЕВЕ LEEM., 需要 仔细 分 
H. ХАА pi F Pra МҮН. 
现在 我 们 选择 图 3 — 2 所 示 的 x, 和 :作为 状态 变 量 ， 则 
系统 的 动态 方程 为 
ž = = 4x, + Бх, 54 
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或 写 为 
у> АХ + ёи 
Z: CX A Пи 
其 中 
A-21-4 3° b- 75) 
L 1 0., 1 
боле л. В] 
ARER Н, RAIER А ВЕЛЕВ УУ ЖЕ 
д= —5, j= 1 


这 表明 ， 系 统 是 不 稳定 的 ， 

上 面 的 例子 告诉 我 们 ， 从 状态 变量 表示 法 到 传递 函数 表示 
法 有 的 过 洲 中 ， 系 统 啊 应 方面 的 一 个 看 要 注 质 丢失 了 ， 这 种 现象 
在 多 维 情况 更 为 严重 。 目 然 产 生 如 下 的 问题 ， 在 千 么 条 件 下 ， 
一 个 给 定 的 系统 可 以 用 传递 函数 或 者 传递 函数 矩阵 来 表示 ? 下 
面 的 定理 就 是 此 一 问题 的 管 案 。 
~ 卡尔 营 - 吉 人 特定 理 一 个 系统 的 传递 卫 数 矩阵 То) 
所 表示 的 是 该 系 统 的 茎 能 控 又 能 观测 的 那 一 部 分 子 系统 ， 

这 个 定理 的 直接 引 论 是 ， 除 非 给 定 系 统 了 是 既 完 全 能 控 又 
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完全 能 观测 的 ， 那 么 传递 函数 矩阵 就 不 能 够 把 系统 的 所 有 动态 
模式 表示 出 来 。 若 示 经 表示 出 来 的 模式 中 有 不 稳定 的 ， 那 就 会 
H RARD 2E. 现在 我 们 分 两 方面 来 说 明 这 个 定理 ， 


6:1 系统 的 分 解 
考虑 王 面 的 系统 ， 
х= 89, Я С6---17 
К ы ЕЛ (6—2) 
ые з= ЙӘ, (6—3) 
x = —АХ, (6—4? 
Z = ><, d X, (6—5) 
Ў ДЕ Ma PE JÉ sU, 
_ 3 0 二 
= 1 ' 2 
Х = -32 i a (6—6) 
| O = á | 
0 
Z=70 1 10Jž (Б—7) 


容易 判定 ， 这 个 系统 是 既 不 能 控 又 不 能 观测 的 .。 但是， 根据 
上 一 节 得 到 的 结论 ， 不 难看 出 ， 这 个 系统 由 方程 .6 一 1》 和 
(6—2) 描述 的 子 系 统 却 是 能 控 的 ; 由 方程 《6 一 2》 和 
(6—83) СЄ ЖИЛ — 5. Т) ARE T RAHM 
是 能 观测 的 ;， Н, AFE (6—2) 描述 的 子 系 统 是 能 控 又 
能 观测 的 ， 而 由 方程 〈6 一 4) 描述 的 子 系统 既 无 输入 且 与 答 
出 无 关 ， 是 既 不 能 着 又 不 能 观测 的 。 报 据 岂 上 的 分 析 可 玉 把 我 
们 所 研究 的 系统 分 成 四 个 子 系 统 ， 

. 能 控 又 能 观测 的 子 系统 之 4; 

， 丰 能 控 但 能 观测 的 了 系统 三 | 

，。 能 控 不 能 观测 的 子 系 统 荆 ”， 

。 不 能 其 也 不 能 观测 的 子 系统 ”, 
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IT, 


事实 上， 可 以 证 明 ， 任 何 系统 宇都 可 以 分 解 为 上 述 四 个 子 系 
绕 ， 如 图 3 一 3 所 示 ， 
卡尔 -A R 
Зл АНН, ЖЯ 
Во Кей Ер ЖОЛ ВЕ Ж 
征 其 能 控 浆 能 观测 
HT TRW 24, Ы 
其 余 的 于 系统 者 无 
КА. 更 在 我 们 以 

方程 (5—6) 和 和 3—3 
(6—7) РКИ 
的 系统 为 倒 ， 求 它 的 传 速 国 数 ， 根 据 第 一 章 第 七 节 人 公式 【7 一 
14) ， 得 么 统 的 传 违 函数 
T (y Cuf- AB 


| РП Ü ү 1 ` 
=[0110] 11 |2 
| r+ 2 Ы 
и 0 КЕ 
— 1 i 
=(01107 к 2. 
| (+4 2) 0 | 
| 0 б 4) 71, 0 | 
э 
4 +1 


这 正好 是 系统 由 方程 (6—2) 描述 的 能 控 且 能 观测 子 系统 的 
| Гера, БТЕ В S, | 
i 有 必 枫 指出， 同一 个 系统 由 于 选择 的 状态 变量 不 同 ， 写 药 
分 解 也 就 不 同 。 上 比如 ， 一 个 系统 当选 择 茶 组 状态 变量 时 ， 分 解 
为 王 * 和 三" 两 个 也 系统 ， 而 选择 另 一 组 状 共 变量 时 ， 却 分 解 为 
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3 和 三 “两 个 于 系统 ， 举 例 说 明 姑 下。 
考虑 由 微分 方程 
Х+2яЯ+х=й+# 
描述 的 系统 。 我们 先 选 
Е 
х= хут 8 
HARFER ШЖ BJ K as ЕУ N: BE J yÑ 28 
а] i 9 lj x). 1] 
H J . Sii 
输出 方程 为 


ЖЕНУ RE Fë ТЕЕ РЕ 2 
sf q1 =l 

СВ, AB: pp |) 
是 个 奇异 矩阵 ， 所 以 系统 是 不 能 控 的 。 系 统 的 能 观测 性 拖 阵 为 

l С а 71 g 

CA: 0 I 
是 个 满 秩 证 阵 ， 所 以 系统 是 能 观测 的 ， 既 然 整 个 系统 是 能 观测 
的 ,自然 不 包含 能 控 不 能 观测 的 子 系 统 二 "<。 因 而 整个 系统 可 以 
试 为 是 由 之 “和 之 组 成 的 ， | 

现在 我 们 选择 
x + x, = x 
x | = x, 


作为 一 组 状态 变量 ， 这 时 系统 的 状态 方程 写成 矩阵 形式 为 
жү 0 1357, [9 
М L . 
其 输出 方程 为 
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Й=хү+х,= СІ of | 


Хх 
系统 的 能 榨 性 年 阵 为 
СВ, АВ:- [0 1 
оу: 


是 个 满 秩 矩阵 ， 所 以 系统 是 能 控 的 。 系 统 的 能 观测 性 矩阵 为 


С ` 1 1 `; 
ка L. э 
是 个 奇异 乞 阵 ， 所 以 系统 是 不 能 观测 的 ， 上 既然 整个 系统 是 能 控 
的 ， 自 然 不 包含 不 能 控 但 能 观测 的 子 系 统 王 ， 因 而 整个 系统 可 
Ан ХАН С у. 

上 述 例 子 证 实 了 我 们 的 说 法 ， 一 个 系统 的 分 解 与 所 选择 的 
状态 变量 有 关 。 为 秆 么 会 出 现 这 种 结果 呢 ? 证 我 们 来 计算 一 下 
Ж ЖЕНУ ЕЁ ВА Ж. ` pü TE 

х,= 5 – Ж 
作为 一 组 状态 变量 时 ， 系 统 的 传递 国 数 为 
古人 一 尼 5 一 好 1] 一 也 
4—1 г] 1 
о gal Сат 
当选 择 
x, + x, = x 
ху= 5 
作为 一 组 状态 变量 时 ， 系 统 的 传递 画 数 为 
Tis) CO I АВ 
7Y 一 1317 rn0 1 
i oe ‚+з |! 
由 此 看 出 ， 两 种 选择 得 到 的 传递 函数 是 一 样 的 . 这 是 理所当然 
的 事 ， 只 要 系统 的 输入 与 输出 不 变 ， 那 么 不 管 选 择 什 么 样 的 状 
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Ax АК А ЖЖ, ЖАНЧУ УЗА hi ERE, ШЕЖЕ 
是 不 会 改变 的 ， 根据 原 米 给 定 的 微分 方程 ， 可 以 求 出 系统 的 传 


6 ра) 
Т (зу = X НЕЕ Lus ИНЕ 
(1) + + 2;-— 1 
(raj ral 


FEEN iE BJ. BALAS, ARRERA H Р 
在 可 约 因子 GHD, ПЕ УЕ: Y BA ЖП ARBHAR. AE 
一 个 因子 就 少 了 一 个 日 皮 度 ， 而 被 约 去 的 模式 就 不 能 出 现 于 从 
输入 到 输出 的 整个 过 程 中 ， 困 此 ， 这 种 模式 必然 不 存在 于 子 系 
统 荆 中， 而 只 能 存在 于 子 系 统 宇 之 "甚至 S? h. EFAA 
存在 于 那个 子 系统 ， 那 就 与 状态 变量 的 选择 有 关 了 。 正 如 上 面 
的 例 二 所 表明 的 那样 .实际 上 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

6:2 一 个 定理 

定理 ”一 个 线性 系统 ， 若 其 传递 函数 有 家 点 零点 的 对 消 现 
和 象 ， 则 视 状 态 概 量 的 选择 而 定 ， 它 将 是 不 能 控 的 ， 或 者 不 能 观 
ІА. ВЕЕ АННЕ, ЗА ЖЯ А ВЕ ВЕРЕ х 


能 观测 的 ， 
证 明 ”考虑 由 动态 方程 
X= АХ + ёа (6—8) 
СХ (6 – 9) 


HREINA АЙП ЖЛ. ЛЕТЕ ИЕ ЛОН ARE BU T 
WL. ВРЕЛ АЕРУ Р, $ 


X = рү | 66—10) 
则 方程 《6 一 8) 和 (6—9) 变换 为 
Y =P АРУ 4P bn (6—11) 
2=СРҮ . (6—12) 
其 中 矩阵 РАР A AER 
== =з 
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P'AP = Ж | (6—13) 
.0 A) 
WIER Р-Р СР 相应 为 
A 
p-'$ -- | 2: i CP= СВ, В.В.) 
ГЕ 
并 对 方程 (6 一 11) 和 《6 一 12) 了 拉 氏 变换 ， 可 得 系统 的 传 
Ж ра 
ы" Ü | “| 
2 (5) | x 1 
# (r) и 5-4; N 
1 | 
|9 E 


另 一 方面 ， 原 系统 是 没有 重 特征 值 的 + "ЖЫ, ШЫ 


传递 函数 为 
A 


=== = 


aG) GAANG A) 0А) 5 


6—15) 
展 成 部 分 分 式 ， 可 得 
Z (r) _ - #, _ — 
其 中 
lim Z (ú: 
Fi >}, (т— À;) POI 
— ]91 — 
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拿 方 程 (6—16) 与 方程 (6—14) Ш, ТГ 
a; = a; B,, i=l, 2 (6—17) 
以 上 式 为 根据 ， 可 以 得 出 绪论: 

1. 车 传 递 函数 没有 极点 零点 的 对 消 现 象 ， 则 а, 全 .不 为 
零 ， 而 由 等 式 (6 一 17) 可 知 ，a 和 PB 就 全 不 为 零 。 根据 上 
节 的 定理 7 和 定理 9 可 知 系统 是 能 控 且 能 观测 的 . 

2。 若 传递 丽 数 有 极点 零点 的 对 消 现 象 ， 比 如 说 =A, 
那么 在 展 并 式 (6—16) 中 的 系数 a 就 等 于 零 ， 耐 由 等 式 (6 一 
17) FA, а 和 之 中 必 至 少 有 一 个 为 零 。 如 果 a AF, WA 
统 不 能 控 : WRA 为 零 ， 则 系统 不 能 观测 ， 

现在 来 讨论 从 阵 4 有 重 特 征 值 的 情况 ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 


4 1 0 O | 
pupa] Ü ¿ 1 0 
0 0 4 0 | 
| 
о о Ü д, | 
岂 此 可 以 算出 | 
ега 
LA) rl) | 
1 1 x 
0 a Sa = S= ашшы T Ü | 
GI- P AP = = Gma 
| 1 | 
0 Ü í — À, 0 / 
| 1 
l Ü Ü 0 了 一 
WER P's HI CP у 
| ©, | 
ре 9% { Grs LB 8, В, B.) 
АЙ 
а, 
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依 此 可 求 出 系统 的 传递 通 数 


1 al a lo | 
т-д CGA) (GA т 
1 1 ү 
Zú) ` Р рей Сд) 0 | & 
и (р) = ЕЕЕ | | 
0) 0 СЭУ И 0 @, 
8 
| Ü Ü 0) Fa 2, 2 “| | 
T J ыз 
есы l ca Bt +] + (s= ISSC +a] 
af rr 3 
о а! а ми. _ 
у r 2. ы 18) 


男 一 方面 ， 原 系统 是 个 4 附 系 统 ， 有 特征 值 和 三 重 特征 
值 4 y H F РА py 29 
Zü) kG fr- fs p) 


2 =: — 


и (5) АСНА) 


m š ZE + 2; + 2, 
к. зы 2 r 
Aa GAV s — д, 


(6—19) 
HU SP MI TETERE R ҖОР 2k 8 R FEA ЇӉ Ж Р ЗЕ ЖЕ ЕЕ 
a0, z = 0 (6—20) 
比较 方程 〈6 —19) 和 方程 (6—18) ， 可 得 
A= is а, = a, ñ, (6—21) 


根据 上 节 的 定理 8， 我 们 知道 ，B. 和 8, ASS 3 ЕВЕ РЕА Л, 
要 和 条件 。 报 据 上 节 的 定理 10，as 和 和 a, 不 为 零 是 系统 能 观测 的 充 
要 条 忻 。 因 此 利用 条 人 御 (6—20, (6—21) 和 上 节 的 定理 
8 和 定理 10 重 可 得 出 和 没有 恒 特 征 值 时 完全 相同 的 纺 论 ， 这 样 
就 完成 了 为 定理 的 证 明 
ИІ 判定 系统 
一 193 一 
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Р го = 2 e Ó `; 

= x i й 
Х=| Кү 
= 1IX 


Їр Ёё РЕ ЖОЕТ Н ЛЕ ЛА] HAR? 
解 ”系统 的 能 控 性 证 阵 为 


ró, ЈА) -| - `] 


.1 4 
НЕ АЙ MI TE EPEA 

r C 1 1 `1 Г 

Od у фу 
其 秩 都 为 2 ， 系 统 是 能 控 能 观测 的 。 所 以 传递 活 数 没有 极点 零 
点 对 消 现 象 . 


Ж 2 判定 系统 


. ‚з 15 9. 
KS] xef |е 


A ТЕЁ pa СЛЕ Н A EARR НЕ 317 
解 ”系统 的 能 控 性 矩阵 


-1 4 
Ch, АЁ =| | 
.1 4 


其 秩 为 1] ， 系 统 不 能 控 ， 所 以 传递 函数 有 极点 零点 对 消 现 象 ， 
系统 的 能 观测 性 矩阵 


rC _ [1 9 

kad L |! 
的 秩 为 2&2， 所 以 经 过 简单 分 析 之 后 ， 可 以 袜 定 系统 的 传递 国 数 
只 有 一 次 对 消 现象 ， 容 易 求 出 系统 的 传递 国 数 为 


- 3 = УГ 
У атоо" | Í 
— 2 7 一 2 1. 
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第 阵 АЖ ЛУВРЕ. А, =1, 4, = 4. м Ежен, 4, = 1 的 因 
子 被 约 去 了 。 如 果 把 年 阵 ФИЧА НГЕ, WA 4,=1 被 约 去 
的 现象 就 看 得 更 清楚 。 不 难 求 岂 和 什 阵 4 的 模 态 趾 阵 为 


P 


_ 1 l 
| — 2 1 7 L 2 1 J 


则 序 方 程 变 为 
` 1rl -13r3 11r 1 ] 
Sc ' | y 
SLs 1-42 „10, 4 
о Skea 
"a Hi 
Zeri e су 
或 
; ;1 ох Го? 
е0 a 
Z=r1 13Y 


由 以 上 方程 清楚 看 出 ， 对 应 于 1 =1 的 状态 方程 根本 没有 输 
入 ， 自 然 不 能 控 ， 也 不 会 出 现 于 系统 的 传递 函 教之 中 。 | 

以 上 我 们 讨论 了 在 什么 条 忻 之 下 一 个 给 定 的 动态 系统 可 以 
用 传递 函数 或 传递 曙 数 矩阵 来 表示 的 问题 ， 管 案 是 杀 统 能 控 且 
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能 观测 。 由 于 这 两 个 概念 直到 60 年 代 初 期 才 建 并 起 来 ， 以 前 有 
此 文献 没有 考虑 到 此 一 问题 而 使 所 得 到 的 结果 难以 置信 。 比 如 
H. B] 3 一 2 所 示 的 系统 是 不 稳定 的 ， 但 由 于 传递 阔 数 有 极点 
零点 对 洪 现 篆 ， 不 稳定 的 运动 模式 不 在 传递 函数 中 出 现 ， 以 致 
单 从 传递 类 数 君 来 ， 系 统 好 象 是 稳定 的 了 .在 乐 用 校正 效 置 
时 ， 此 一 问题 是 应 该 加 以 考 虐 的 。 消 去 不 稳定 的 或 衰减 较 慢 的 
运动 模式 是 不 允许 的 ， 


PET ЛАЙ 


从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 判 定 一 个 系统 的 能 控 性 与 能 观测 
性 的 条 性 有 些 相 似 ， 如 果 我 们 把 能 观测 性 条 性 


(С 
р | CA = я 
LC An | 


改写 成 
РОСТ, ATCT, es (А) "СТ = n 
的 话 ， 那 么 其 间 的 相似 性 就 更 为 明显 。 为 了 说 明 能 控 性 与 能 观 
测 性 两 者 之 间 的 关系 ， 我 们 莉 介 绍 由 卡尔 曼 建立 的 对 侦 原 理 ， 
考 媒 由 下 列 方程 描述 的 系统 У, 
:AX By 
Z = Ç X 
和 由 下 列 方 程 定义 的 对 偶 系统 卫 : 
Y = ATY CTE 
о ВТҮ 
式 中 X 与 Y НД л, я BY r 的 维 数 同 为 m 7Z 与 WW 的 维 数 
同 为 /， 符 号 工 代表 转 置 ， 
现在 我 们 很 容易 写 出 系统 及 其 对 偶 系 统 了 , 的 能 控 竹 条 
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忻 和 能 疯 测 性 条 件 ， 
对 于 系统 了 
1. 状态 完全 能 控 的 充 权 条件 是 sx nw 能 控 性 矩阵 的 秩 
3) n, 
оїВ, AB, .--, А-В) = я 
2. 状态 完全 能 观测 的 充 要 条 件 是 x x s 能 观测 性 转 置 
Ж ЕЕН Э z, 
РОСТ, ATC", Сеи 
对 于 系统 卫 :: 
1， 状 态 先 全 能 控 的 充 要 条 件 是 axal ЕЕ Е РЕЙ Ж 
Жол, 
pLCT, АТС, +, (Ату Стр =g 
2. 状态 完全 能 观测 的 充 要 条 件 是 sxem 能 观测 性 # E 
Ж РЕНЖУ n, 
oB, АВ, ..., AB) = я 
HERRER TRE 
HERE KAI 状态 完全 能 控 (状态 完全 能 观测 ) 的 充 
ж жЩ ЖЕНЯ {Җай 了 ;状态 完全 能 观测 (状态 完全 能 控 ) , 
这 一 原理 赂 样 适用 于 离散 系统 ， 根 据 此 一 原理 ， 一 个 系统 
的 能 控 性 {能 观测 性 ) 就 可 以 借助 其 对 个 系统 的 能 观 性 (ЛЕР: 
FE) ERE, ZDAR, 


第 八 节 能 控 标准 形 与 能 观测 标准 形 


在 第 一 章 第 三 市 我 们 讲 过 能 控 标 准 形 与 能 观测 标准 形 。 容 
多 想 到 ， 它 们 中 能 控 性 、 能 观测 性 一 定 有 关系 ， 

8-1 能 控 标 准 形 

我 们 要 证 实 两 仿 结 论 : ARARIRE Л ЖЕЛЕ BB z Bn ҢЕЛ, 
那 末 系统 是 能 控 的 ; 上 反之 ， 共 系统 是 能 控 的 ， 那 末 系 统 的 状态 
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方程 可 变换 为 能 控 标 准 形 。 先 讨论 第 一 个 问题 . 
考虑 由 下 到 方程 
Х = АХ + by 
7=СХ (8—1) 
WEERA. HPE IN 


[01 0, TE 
оо оз 0 0 
A= : U : | =i (8—2) 
| 0 0 G 1 
. äg Täy се — 2, J, ` 1: 


我 们 讲 过 ， 这 和 就 是 系统 动态 方程 的 能 控 标 准 形 。 现 在 来 证 实 所 
述 系 统 是 能 控 的 ，、 我 们 的 思路 是 选择 适当 的 输出 惩 阵 C ， 证 明 
系统 (8 一 1) 的 传递 函数 没有 极点 零点 的 对 港 现象 ， 因 而 系统 是 
能 控 的 。 具体 作法 如 下 。 
对 方程 《8 一 1) 两 边 取 拉 氏 变换 ， 可 得 
ХО) = AXi) + Eg (s 


或 
Xe = Cr AJ brs) (8—3) 
HEREA (8—2) RAFEH (8—3), ЖЩ 
| 7 1 0 1 0 | 
0 ; Oi (Q! 
XG) = : |: jaw 
| 0 IO 
z, do, 了 十 z, ` 1 
се с O 
47+ G 274 + гта, 
— 9: == 
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„ы | 
| ... $£ 0 | 
| ; ЙАТ) (8—4) 
В sE io | 
| i 

Эй ТЕ ЖБ FE Sw h MH Ek 

СС=Г1 0... 01 
Бр ЖН 3 


Z C10- 013X (0 
利用 方程 (8 一 4) BALRA 26 PUJ F РЕЗО 
а 1 


— =—FssP 


ais) pragat e e eA 


二 此 看 出 、 当 系统 的 状 仿 方程 为 能 控 标 准 形 时 ， 总 可 选择 
适当 的 贺 出 使 得 系统 的 传 逆 明 数 不 健 出 现 极 点 零点 的 对 消 现 
蒙 ， 因 此 ， 系 统 是 能 控 的 . 

不 言 而 喻 ， 利 用 能 控 性 充 要 条 件 ， 

pE, Ab, i, APEA 
我 们 也 可 以 证 明 上 述 结论 ， 建 议 读 者 白 己 练习 一 下 ， 
现在 来 讨论 第 二 个 问题 ， 我 们 将 证 明 如 下 的 
定理 1 设 然 性 定常 系统 的 状态 力 程 为 
X= АХ +5 (8—5) 
其 中 XG) ся ДЫШ 
sij- - - ЕА РИ Жу 
A- пуп A EE 
£ ax PERIPE 
ДП — RERA BHH pa PeH FE 


Sh (8—6) 

ЭЗЕ ЕН. MALFA — E ñ FE 3k 26 
Yera (8—17) 
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或 


X = р-у (8—8) 
能 把 方程 《8 一 5) 变换 成 能 控 标 准 形 
Y=AY+bs (8—9) 
AP 
0 1] 0, 0 ^ 
0 0 0 
A = :一 10) 
0 1 | Ü 
Tedy K. ү же шул, Е 


变换 矩阵 了 ih FAE 


ГР, 
к ra (8—11) 
P A="! / 
式 中 
P = 0 0... 6 1 3 (8, At, с, ази (8—12) 
证 明 将 变换 (8—8) 代入 状态 方程 (8—5) ， 可 得 
P-1Y = AP-'Y + bw (8—13) 
或 a 
Y = PAPY + Рёд (8—14) 
= AY бш 
假设 下 列 等 式 威 证 : 
| 1 
| 0 0 0 
PAP- А, =! (8—15) 
0 0 1 
ы 01 一 4, | 
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0 
| 0 


Ph =b = 
ы | (8—16) 
ЄТ 
现在 米 求 使 上 式 成 立 的 矩阵 了 。 邻 
| P, | 
“ к (8—17) 
“Р 
HPR (8—15) 式 ， 可 得 
Рі ` | 0 1 O. | P, ` 
„ил Ек 
= : _ TR : (8—18? 
| пне | O 0 2 11 P 1 
PA -a Saya a L P, J 
由 此 有 
P.A = P, 
P.A = P. = P A: 
8—19) 
Р, A= Р, = РА"! 
把 以 上 各 式 代 入 (8 一 17) 。 即 得 
P | 
P= PA | (8—20) 
pAn] 
ТӨЯ Р. H (8—16) 式 有 
| P 2 | 093 
Рё = PAb =: 0 | 
LP As \1 
将 上 式 转 置 ， 可 得 
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РГ}, Ab, е, ABCO 0-21) 
由 此 得 

Р, =С0 0... 1702, Ab, e ATEI (8—21) 
I оа БЕШ PTA (8—20), REAT $ E W 
Р, EMES. 


例 + 将 方程 
А š 1 05У аш. L 
A ae 2 L £ 
-一 工 Š ` ` 1- 
化 为 能 控 标 准 形 ， 


解 ” 系 统 的 能 控 性 矩阵 为 


О АБ т: 1 
1 3 


EEFT H, HEN 


З _ 1 
ка. 一 | í 2 | 

i ] 1 

| осу 


由 表达 式 (8—21) 可 以 看 出 ，P, 实际 上 是 道 矩 阵 3"' 的 最 后 


. [1 1) 
i 
Ж 1520 “8 一 20) ， 可 得 
1 í 
p = `P э Ж. 
1 hh š 
“к: уа: 


因此 ， 借 助 非 奇异 变换 


е ly 

Lo 1! 
可 将 原 方程 化 为 能 控 标准 形 
Y = P AP O Y + Póg 
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8:2 能 观测 标准 形 
这 跟 能 控 标 准 形 的 情况 一 样 ， 包 括 两 方面 的 问题 ， 若 系统 
的 动态 方程 是 能 观测 标准 形 ， 邢 么 系统 症 能 观测 的 ， 若 系统 是 
能 观测 的 ， 那 么 它 的 动态 方程 能 化 为 能 现 测 标 准 形 . 
以 上 缩 论 完 全 可 以 仿照 上 段 的 作法 进行 证 明 ， 我 们 就 不 和 章 
Ыг, Eh FER 
定理 2 设 线性 定常 系统 的 动态 方程 为 
X = AY + bg (8—22) 
Z = C X (8—23) 
其 中 X ERSE 
и -. ЫЛА БЭ 
4-— яхе Eñ 
б ax E EF 
C- ха 
З Sk BO YL Н АУ, EU H ДЫЛ FE ERE 
с 
Ci | 
| 2 | 
| can! 
是 非 奇 异 的 ， 那 么 必 存 在 一 非 奇 蜡 变 换 
Ҳ= ТҮ (8—24) 
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或 


кету (8—25) 
能 把 方程 (8—22) 和 (8 一 23) 变换 成 能 观测 标准 形 
Ү- йш (8—-26) 
zZ=C,Y (8—27) 
式 中 
| 0 Ü Ü - а, ү 
J Ü Ü — а, | 
A. = |: : Celi “Qasa TI 
O б. Ü -a | 
0 0 [ л ж 
(8—28) 
而 上 为 任意 的 sx T 秽 阵 ， 而 变换 矩阵 工 由 下 式 给 定 ， 
о =н ИМТ (8—29) 
其 中 
C | 
了 | к А (8—30) 
Сд. 


这 个 定价 的 证 明和 定理 1 相似 ， 留 给 读者 ， 当 作 练 习 ， 
例 2 将 系统 的 动态 方程 


EE 15 
Х = | |Х (8—31) 


С 
1 


ы 1 | 
к жаркы 


化 为 能 观测 标准 形 
解 系统 的 能 观测 性 矩阵 为 


15 ЕЧ 


py - 


(8—32) 


"ы: O 
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由 此 可 求 出 


根据 公式 (8—29) ， 可 得 变换 和 斥 阵 了 为 


2-р = 87 
Т -. | 
Ф 4 - 
全 
-一 1 -3% 
X=] y 
Ж 2 $- 
代入 方程 (8 一 31) 和 《8 一 32》 . 8 
a 4 Srl = 一 1 = 
219 1llo 2 2 4 
=т= 
“1 3- 
Z= [=a lL s ssp 
L Zi. 5 4: 
=[39 1 `Y 


二 述 两 种 标准 形 在 设计 线性 控制 系统 时 是 有 有 几 处 的 。 比如 
ii Eki- THRA ERAR ERRER. HEH РТ 
HERA r RE. ж H jk E КЕЕ. 


>] 是 
1。 试 求 方程 


Y| +X, + Xr = ] 


НОУТ КЛЕ, FAHRIJE. 
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2 ЕУ 


1 | 1 
2 х= | 0 
3 2 


Feb -E JHR RE Ub]: Y. 

3 AFRA, MEAR, ЕЛДЕ: 8 Н. b A 
Hilo BAA LER F i 
їй Шш MH H Hx , 2 TR ZE 
变 明 ， 试 判 党 此 系统 的 能 
控 性 与 能 观测 性 。 М 


Ñ, =R., 
RIC = L 
Ві, AA pyt. 
1 ЯЕ РУ [3—4 
是 否 具 有 人 能 控 人 性， 
C1) = Ж. | n Бы 
N s= 2 íA a | Я 0 2 
x | = 3 1 Ü | | F 1 = гў 1, N 
( 2 x ， 一 тт ' ъ 十 
) оў, 0-3 йа 0 Г 
у 0 ü) ш 1 р 7 2 
| Ж, 1 0 i) 1 | | 1 
(3) | я, = оё —2 ра, + 0 а 
e Wa a = То сб 0 ' 
Т x, | сЕ Ü Ü 0 - x, ` 2 x 
a ! | үн , ' | 
С 4) F, E 0 › 1 D ' Жл A 0 | т 
h | 9 0-5 I x. ч 
act o O 0-6 ху. 11. 
ї | S [ 一 4 Ü Ü) 1 Х | | | 1 
LE) х: É ü —4 0 | ra jt 2 | # 
- з 2 К {} 0 1 N ` Жу; К 1 | 


5 |a F 33 i ВЕРЕН, 
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(1) [| l оул: 157 
las Аз @ шуы “фы 
fso i 
e S 
ЕТЕ 3 1 O xi ү ^1 — 1 М КОЙ, ` 
(2) Es Е 0 — 3 Ü | X y j Ü) Ü) E н» Í 
1 Ü Ü 一 1 Хр) ` 2 Ü J 
| 1 0 1 | Xi 
a= cg ign" 
| х3 | 
4 132 ‘жг 2 1 ` 
(3) š, = @ 2 D |x, | í 1 a) 
x; 0 1 3 . ` X; - 1-1) 
ху 1 
2=01 0 02| x, 
х k 
6 ”判定 下 列 系 统 是 再 具 石 能 观 调 性 ， 
ы ош р Я 4 А * x 
(1) Xi ү 1 Ü | | Х| : Z=[(1 Ü 1 1 | 
: 区 > | 0 =z * Xa. . Жз, 
(29 . È] 1=| 2 — 1 А | бе 
`. X „ б + = 1 Кз ы Жз у 
Ў | — 1 0 “z | | * | | | 
(3) ‚Т 0 0 | х2 | Z= (0 1 13123! 
к х, Е . Ü = 3 к Хз a | Х з ЕЧ 
бү 1 0 — 1 Y % | í 1 a gaf 
L , | Š ü 1 Хх š x 3 
í Жү А | = 2 1 Ü ü Ха 
> I ' 5 之 0 x 
(sy | 和 = 0 
| 25 x Ü ü 1 Т Хз 
Ca \ 0 0 — 3 J ayos 
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RN ed 


pln о Оул: 
00-1 = | 
2 4 
т ЙЯ 
х=| $ ly * | 
-1 D: =] у 


Эз Їй ЗА Layo PE, ТАШЫ WK a 和 上 所 应 满 足 的 关系 陈 。 
8 给 定 二 阶 系统 
же 90 | Я l | 
s 0 b N 1 
Z-[1 ~ 1ЛХ 
у E Ж Жз ВЕУ Н 5 ВЕЗЕ И. ARE a ЯП b ДТУ Е 09 2: 3555. 
9 ” 设 奈 统 的 传递 省 数 为 
++ TL 
ET 
问 当 a 等 于 多 大 了 时， 系统 将 是 不 能 控 或 不 能 驶 出 的 ， 
19” 设 上 是 中 的 a= 1， 试 选择 一 组 状态 变量 将 系统 的 状态 方程 写成 
(1) 能 控 但 不 能 观测 的 ; 
(2> 能 观测 但 不 能 控 约 ， 
11 设 有 三 阶 系统 
$ ` {А пота а! 
= 0 24 0 ix, 1+: 6 [ 


I 
ЕТ 
1 


ai À O о, 6. 
[їп] ВЕЛ: ВЕ 4 Hh zk РЁ К a.5 和 和 cz， 使 系统 民有 能 控 性 ， 
12 设 上 题 中 系统 的 输出 方程 为 


бер 


20) = Саф cj | x} 
Ts 


МЕЛ BË 35 34 Bb ik 2E Mr r ad ЯП с, PH S Se B. AMANE, 
13 ЖЕЖ 
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Í, И а) — Í i ne x | | g ` 
zz =| 4 160 1х; + b а 


3, 112 -6 18 Åz- Ke 


А ВЕЕ, ВЛ ар 和 和 5 RT Z S IB Яр E, 


14。 试 将 方程 

.. “一 1 Ü в. 1 ` 

= X + |z 

1 кт - 1) 
化 为 能 控 标 准 形 ， 
15。 试 将 方程 


šal ~ jx 7=([-111Х 


化 为 能 观测 标准 形 ， 
16。 试 种 用 第 四 节 定 理 6 证 明和 第 王 节 的 定理 93。 
17. ЖЖ 


s | 
РИСТЕ. 


Re ӨЕРЕ НУ. БЕА ЈЕ ВТЕ 


"casT sin T : '{—соз Т 
Хк = | os sin Хх, к] соз ja 
мат cos 7 / | sin T' J 


是 否 一 定 是 能 迟 的 ， 
18. 证 明 第 从 节 和 定型 2， 
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第 四 章 ” 变 分 法 与 最 优 控制 


第 一 人 引 Ж 


FRR RER, AIW р 0 
у= f GCD 
的 极 值 问题 。 但 是 ， 在 控制 理论 中 常常 需要 研究 比 男 数 更 复杂 
的 一 类 变量 ， 妈 所谓 泛 果 的 接 值 问题 。 作 么 是 蓄 函 呢 ? 
变量 ， 如 打 对 于 其 一 类 困 数 中 的 每 一 个 函数 x (0), Н 
一 傅 定 的 值 与 之 对 应 , ВАР УУК А x G HER, 
wA 
J : JC G 2 
шы), юан, RITER ра: 变量 了 的 
{КЕНЕ x (O 而 变 的 ， 当 函数 x 0) 确定 之 后 ， 变 量 了 就 
按 某 种 规律 被 唯一 确定 了 ， 就 说 变量 J 是 一 个 泛 孙 ， 
回忆 肖 数 定义， 泛 阴 就 可 理解 为 “省 数 的 商 数 ”， 即 泛 函 
朱 值 是 由 苑 数 的 选取 而 定 的 ， 而 熙 数 的 值 是 由 自 变量 的 选取 而 
定 的 ， 举 例 说 胡 如 下 。 
例 1 项 数 的 定 积分 


J = | x (D dt 
E~T., MAJ {НЕШ Р < (0) 的 选取 而 定 的 ， 比 如 
(1) 4 xG) =£ BF. J = 5ч 


(2) 当 x= cos; HF, J - ылі. 
2 在 平面 上 给 定 两 点 Ap Id 和 Bie, у), E 
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RA KA BJ НЧЕ EAA, АШ (4—1). 因为 变量 
J ЖЕ у (ә) {НАП ЕН, РЫЗ у(х) 自然 应 该 满足 
Ft: 

Jy CA Y = yix) = 7, 
即 其 图 形 应 该 通过 给 定 的 两 点 
和 B。 当 曲线 的 方程 у= у(х) 
定 后 ， 可 以 算出 它 在 点 二 和 点 B 
„2. ТАРАУ 


]=] утуу 


=) 


例 3 РАЈТ ЕЛА 


[д 4—1 


j x (z) de 


Д2 06. AAKA х0 2 з, EHDIT ЖИЙЕН. 
їй Е. ХЗ СЕНГ. 
e BJ ЕЖЕ nB] PL HEP 2 S AJLA EREA ОЕ, Pan 


J = f [的 +x (Q 341 


就 是 这 样 的 泛 范 ，J 的 信 要 由 两 个 函数 ?人 和 x(G) 的 选取 
才能 确定 ， 

变 分 法 就 是 研究 泛 还 极 值 的 方法 ， 从 十 七 扯 纪 末 开 始 逐 源 
发 展 成 一 门 独立 的 数学 分 支 ， 早 在 力学 ， 光 学、 电 蓄 学 等 领 
域 ， 目 前 在 控制 理论 方面 都 有 广泛 的 应 用 。 历史 上 有 三 个 问题 
对 恋 分 法 的 创立 产生 过 重大 的 影响 ， 分 述 如 王 。 

1. 捷 线 问题 (最 速 降 线 问 题 ) 16964, 24 $- 1А $ Ж] 
(John Bernoulln) 写 了 一 对 公开 信 , 辐 他 的 哥 凡 雅 可 比 - 伯 努 利 
(Jacobi Bernoull 挑战 ， 自 称 他 已 经 解决 了 捷 弘 问题 ， 问 题 
是 要 找 一 条 上 曲线， 把 任意 给 定 的 西点 4 和 B 连结 起 来 ， 合 质点 


LT 
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ETE ERREA F Жон, АШЫ Ж A В Psl ТЕ ЖО] BLS 8 
¢ 风 图 4 一 2).， 

МЖ АЭА, КЭК х Ш, SERA у M, 
ЕЛА НАЕ PE 2 F, ARRA = uj Sp: 质点 运动 的 速度 等 于 


ds 


п У 247 4 


由 此 可 求 出 质感 从 村 (0, 从 P 


шас В(х\,у,) 
£ = ) 22У dx; y 
2 60) = 0, FH 4 — 2 
у(х) = y (1—1) 
Жа ЈАН K ЛЕНЕ TA ja) Ай, А ЖОШ 
道 ， 最 速 降 线 就 是 摆 线 Wei. 
2. 短程 线 问 题 ”给 定 一 个 曲面 了 х, y, 5) = 0 及 其 上 两 点 
А (хз) 和 Bing), MAE RAE А,В 两 点 连结 起 
KHSR, ENKER, AAR НЕЕ, Д 
аА -- зарн, AGE B) ES ДЕ EOR 15 6 


J = (VIE 4х (1—9) 


+) 


在 满足 条 性 
Ех, y (x); str) = 0 
THRE. 
3。 等 周 问 题 ”给 定 
一 条 定 长 曲线 Z, WEA 
成 什么 样 的 形状 ， 包 合 的 
面积 4 ЖА, BÉARN АХ 
期 ， 就 已 经 和 郑 道 ， 回 题 的 {4—3 


=®д = 
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管 案 是 一 个 圆周 《〈 针 4 一 4) , Ë 
曲线 的 参数 方程 为 


[х= 00 
(р 
WI) B# 2 9 K<: 


о) 


[= уут di 
4) 


而 曲线 所 围 成 的 面积 图 4 一 4 


S= | py) di 


因此 ， 所 谓 等 闭 问 题 就 是 在 约束 条 件 
[ету di- 常数 


TRZE 
S= f -yadi (1—3) 


fp 


的 景 大 值 的 问题 . 


8.00 ЛАН вай 


х АТ ГН ЗЕЕ hi PJ = 35 A, ВВА НҢ 
H (Lagrange) [|], ЖН (Маусг) 问题 ， 波 尔 扎 :Bolza) 问 


题 . 
1. 拉 格 天 日 问题 此 问题 可 陈述 如 下 ， 
给 定 一 组 微分 方程 
х= ЈОХ, ж, t), #=],2,+з, и (2—1) 
初始 条 人 忻 
— 213 一 
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x Fn) = Жду i=l, Easy E (2—2) 


E E TERE THR ER 12 ра 
J = j F OX. 2. y Zt (2—3) 

其 中 六 是 # nE, x 基 m Щщ, РОХ, #, DENAT 
Х.в. WERKA., ЯЕ A BT Aj [ШЕННЕ g (D 中 确定 
出 一 个 芍 数 #* (站 ， 在 由 方程 (2 一 1) #i(2 — 252 SE [Ж 
HFT., 5 ЕЈ RIME. | | 

2. RHEE 此 问题 可 陈述 如 下 : 

给 定 一 组 微分 方程 


x =: f (X. u, D, F lu asas a (2— 4) 
和 和 初 妨 条 性 

АТ T Жү, ¿= 1,2, +е,л (2—5) 
Ж pk PB А ГЈ — PF, УЬ, 25 E Ui RR 

EUO жару, (2—6) 


H piwa +, 没有 指定 ， 而 /是 整数 1.2、…,.* 的 某 一 个 
FTE. REH, J 可 以 是 1.2.…,2” 中 的 任意 某 些 数 . 性 能 指 
PRTZ РАВ xE ЭЧ 

J = G e #, i i (2—7) 


HE. EANA TH AFNA я) PAE Щщ — 4 PS Ж 
#*(б), fE (2—4), (2—5) ЯП (2—6) 给 定 的 
RF, УРА} REME. 

А ЈАЈА Я — AEREE. САЕН РА 29 


Ј=6(Х,в,0 | = hh (2—8) 
时 ， 问 题 就 变 成 ， 以 最 短 的 时 间 把 系统 从 某 一 初 态 转移 至 所 指 


是 的 终 态 ， 这 加 是 所 谓 的 时 间 取 优 挫 制 后 题 ， 或 最 : 速 控 制 河 
E. | 


一 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


З. RILE 此 问题 可 陈述 如 下 : 


给 定 一 组 微分 方程 
А й, fja ет, 2, АГЕ: (2—9) 
Е Ж 
х0 my Te leda M (2—10) 
及 某 些 终端 条 件 
У (2—11) 


5 Б ЖЕҢЕҢ E. 1А, #TEBEJE В 12 раға дЕ Уу 


Ј=60,6,0 "к е, n 0х @—12 
问题 是 ， 需 要 从 记 有 可 供 选择 的 函数 # (O 中 确定 出 一 个 沙 数 
и (入 ， 在 由 方程 (2—9), (2—10 Ж (2—11) 给 定 
EHRT. EEJ BhA. 
从 以 上 的 叙述 可 以 看 出 ， 这 三 类 问题 的 主要 区 别 在 于 : 性 
能 指标 泛 通 的 形式 不 同 ， 拉 格 裔 虽 问 题 是 一 个 积分 ， 帮 耶 耳 问 
蚌 是 终端 时 刻 的 某 一 阔 数 的 值 ， 而 波 尔 扎 问 题 是 两 者 之 和 。 所 
以 ， 波 尔 扎 问题 具有 最 -- 般 的 形式 . 但是， 引进 某 些 辅助 变量 
常 可 使 这 三 类 问题 五 相 转 化， 其 些 最 优 控 制 的 问题 ， 其 原始 形 
式 可 能 不 属于 .上 述 三 类 问题 中 的 任何 一 类 ， 但 采 骨 一 些 数学 变 
换 往往 可 以 把 它们 化 为 上 述 类 型 的 问题 。 下 面 的 例子 就 在 于 说 
明 这 样 的 变换 。 
bl 将 拉 格 蝴 日 问题 化 为 才 耶 耳 问 题 ， 
考虑 使 性 能 指标 泛 函 
J = | F(X, X, D d: (2—13) 


了 


ЯКЛАУ ГАЈ, B л Душ X 的 终端 值 
X G) = X, (2—14) 
是 已 经 给 定 的 ， 令 
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х= ш (2—15) 
则 方程 (2—13) 变 为 方程 (2—3), ЮЖ 可见 ， 这 是 一 个 
Erta В Н mi. 
现在 我 们 引进 辅助 变量 x,,,， 使 得 
= FN, X, D (2—16) 
ЮО — Ж. АРШ E НЕ ҮР ВА 


J = Jx. Odis Xas (E) " (2—17) 
ig Í 


HERA, MATERE HERRN. 
例 2 含有 高 阶 导 数 的 问题 ， 
考虑 下 列 使 性 能 指标 泛 函 


J = JEX, X. X, Ddi (2—18) 


We J B ЇЙ, HHX 5 X 1л {И base ВО, 

ТЕВЕ НЕЕ р J tH ta S K pa Хї Ж. W 
然 ， 这 不 属于 上 述 的 三 类 基本 问题 。 但 是 ， 我 们 可 以 把 它 变 或 
拉 格 期 日 癌 题 。 引进 辅助 变量 x, fs 

Хеу, =v 
则 机 将 方程 【2 一 18) 写成 


f = | FX, у, J, Ddt= |Р, 7, x, di 


再 把 Xo 合 起 来 看 成 一 个 向 量 ， 这 样 一 来 ， 它 就 属于 拉 格 ШЇ 
日 问题 了 . 


第 三 节 ZAE 
在 研究 函数 的 极 值 问 题 时 ， 徽 分 或 导数 起 很 大 的 作用 。 在 


研究 泛 淫 的 极 值 问题 时 ， 变 分 起 着 类 似 的 作用 。 因 此 ， 必 须 对 
泛 羡 的 变 分 及 其 相关 概念 有 清楚 的 理解 ， 现 在 逐一 介绍 如 下 、. 


— 216 = 
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l. ЖШ x 的 的 恋 分 ү] (由) 的 宗 量 x (D СЕ 
ЖЕЕ PA ЖО [8] 0 Ж. Ei 
Bx x (D — x, (D (3—1) 
АЈБ ARRE “ж” HAE. HABE x0 ÆR 
TH Э АЈ, MER TF, RER + Н], 
2. CHRE FTAA xO Bhi, A 
Jfx (УЛ EER, BARA JU G) 是 连续 的 ， 
在 这 里 ， 我 们 有 必要 说 清楚 所 请“ 微小 变化 ”或 者 “变化 
微小 ”究竟 是 什么 含义 ? 用 几何 术语 说 ， 曲 线 х= x 人 有 与 曲线 
x= x (2) 煽 样 才 算 相 瘀 微小 或 者 相近 呢 ? 说 法 很 多 ， 现 将 与 后 
继 肉 罕有 关 的 介绍 如 下 ; 
(1) MHA% x (0 px GQ) LAEE, В 
xG} — x (D) | (3—2) 
XT TB ха) HELFA MJ ОЕ УАУ ЕЧ E, 我 们 就 说 
TE ха) 与 сш ши, 这 种 情况 如 图 4 一 5 


кж” 一 一 һа FT "= - лач k... muy Jea ym h A. rr Ағ h- Р. 
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同时 很 小 的 时 候 ， 世 就 是 当 

xD- GQ) | рх) — x (| С) (3—3) 
PIB R ЛИИ, Eig, PA хб) 与 x (D 是 相关 微小 
或 相近 的 。 这 种 情况 的 相近 如 图 4 — 6 所 示 . 

为 了 区 分 这 商 种 情况 ， 我 们 把 满足 条 件 《〈《3 一 2) 的 两 个 
函数 叫做 具有 零 阶 相近 并 ， 满 足 条 人 《3 一 3) BJA bq UB 
BRS — EHIE., 不 言 而 喻 ， 具 有 一 阶 相 近 度 的 两 个 函数 必 
然 有 具有 零 阶 相近 度 。 但 反之 不 然 .。 比如， 图 {一 5 上 所 示 的 两 
个 函数 ， 它 们 的 导数 之 姜 就 很 大 ， 不 会 具有 一 沪 相 近 度 ， 

这 种 上 兽 数 相近 的 概念 很 容易 继续 推广 ， 直 至 两 个 果 数 具 右 
任意 阶 的 相近 度 ， 比 如 说 ， 当 

一 | | 一 
(3—4) 


Ab FË Bj, ЖІ x< CO fl x. G) RA k 阶 的 相近 度 . 
有 了 上 面 的 知识 ， 为 今后 应 用 方便 起 和 多， 我 们 还 将 引进 力 
数 之 间 的 距离 概念 。 在 研究 元 国 数 时 , 常 借助 妃 何 图 象 的 站 
观 性 ， 我 们 将 * 元 序数 组 xanax) AIR л 维 空间 中 的 一 
个 点 。 两 个 点 (хх, беу Xr.) 和 ЕЛГЕ Тао у) ЈРВ ЕН ЗЕ A 
d= Gu = J) + (ху) + (х, 02 (3—5) 


Р 4 ВЕЛ, MEAGRE. EWE ЫН], iE a 以 
EBLA a. Е, ИПИЕ ШЖ. HBO Ri НОЕ, 
ЖЩ 1-23 0А], fE АЈС БК R RRA. E R IE 
为 元 素 的 空间 称 为 函数 空间 .上 比如 说 ， 所 有 在 区 间 ra, 22 上 的 
连续 函数 的 全 体 蚌 一 个 函数 空间 ， 记 为 ra， 人 站， 其 中 的 每 个 
函数 хт) 都 是 这 个 空间 中 的 一 点 。 在 函数 空间 中 ， 为 了 刻画 
两 个 元 束 相 近 的 程度 ， 或 者 说 两 点 相近 的 程度 ， 我 们 可 以 根据 
需要 而 规定 各 式 各 样 的 距离 。 例如， 平面 上 两 所 AG...) 和 
B (G, J9 之 间 的 距离 ， 既 可 以 规定 为 


ml 
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d(A, B) = х,у хуб + y 
也 可 以 规定 为 
did, В) = |x= х1 + |: = Ai 
它们 的 几何 意义 分 别 为 图 
4 一 了 7 上 的 直线 AB 和 折 F| 
线 АСВ 的 长 度 ， 在 一 个 
广场 上 上， 自然 选择 头 一 种 В (х,,у,) 
ИРТ Н, E-A 
道 全 是 平行 格 线 的 城市 
里 ， 自 然 选择 后 一 种 距离 А (жуу Сут) 
р А8. БТ, ESK 


一 


定义 是 随 需要 而 异 的 。 在 4 
| 空间 CCa, В) 中， 通常 选 图 1 一 7 
用 下 面 的 距离 定义 ， 
4(х, XPS дз] < (O — x (D | (3— 6) 


所 有 在 区 间 Са, #1 ШЕН АЛЕЙ Е Br ВАГОВЕ 
数 全 体 是 一 个 空间 ， 记 为 《se， 下 。 在 这 个 空间 中 ， 我 1 可 
EAI E (T 55. EN AA — АЈ BJ ВЕ 25 > 

dix, xO w, [x 00 xd, |z G) = x OD], 
eee БС) — x Су 1} (3—:) 

EAW, Hiat (3— 6) ES BE EVD U HARKE ЫН! 
HURA КЕ ИЛНЕ, Щщ (3—7) 定义 的 距离 可 
以 用 来 定量 地 刻画 两 个 中 数 的 Е ИНЕ, 

现在 我 们 可 以 把 泛 男 的 连续 人 性 说 得 准 萌 些 了 。 如 果 对 于 任 
给 的 一 个 正 数 :， 可 以 找到 这 样 的 一 个 8, 23 


dix, x) <å (3—8) 
时 ， 就 有 
| Лс DI -JTCx ЧУЛ] е (3—9) 
- ЯРА И ТУ JO 在 点 ws(D 钼 是 连续 的 ， 视 采用 距 
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离 d(x, xO) 的 不 同 ， 看 按 公 式 (3 一 6) 或 《3 一 7) ЖЯ, 
而 相应 称 为 零 阶 连续 的 或 韦 上 阶 连 续 的 ， 
3. ЖҮРӨ ШӘ ДУР К ух 的 如果 满足 下 列 两 外 条 件 ， 
(1) Jex (Q) +s 97 = ЈС G) +1C>x, CD 2 
(2) Jes (31 = e јх (t ` 
其 中 * ETERA, ARJA., АТАН SK ВЕ YZ pši 
HZ? EDOR ET ESP P a Eb r e РА Лс G) BES SK YE PS 2%€ 
TRN 
那样 ， 它 的 值 是 随 着 xO ШЕЕ ЕВ. ТЛ, 


}Сх( = [ах + зіп х (1) 34 


Jrx (Л = х(ФУ| 2» 
E RTEZ ЕЕ, 
4. ZAKAJ ir 现在 我 们 来 讨论 另 一 个 重要 的 概念 ， 汉 
孙 的 变 分 ， 它 与 图 数 的 微分 很 类 似 、 所 以 先 复 习 一 下 微分 的 概 


KRAH, FAA J-J 具有 连续 的 导数 ,那么 它 的 增 
最 可 以 表示 为 


Ду= f (x + Дх) — f (2) 
= ух) dx + rixw, dx) 
右边 的 第 -- 项 是 关于 Ах 的 线性 函数 ， 第 二 项 是 相对 于 自 变 景 
ЖА Ах 的 高 防 无 穷 小 。 就 是 说 ， 当 Ax 足够 小 时 ,第 二 项 可 
以 把 略 不 计 , 第 一 项 起 主要 作用 , 它 与 Ау 是 很 近似 的 ， 因 此 ， 
9011796: 95 — ОП РА ЕО ЕБ, НРА ОУУ, 
记 为 
4y = f' оо Ах 
ИЧРЕ КОКУ hik = Ж, ЖИП Жл 52 Ayy. PE 
ЖҮР J 的 增 量 可 以 表示 为 
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Дд] хз = Jx + ñi — Сх 
=L x, xi + rix, Bx] (3—10) 

Ep AmE- MERT дх ЕРЕ ра, MANEX 
于 5x 的 高 险 无 穷 小 ， 那 么 我 们 就 把 第 一 项 叫做 泛 函 的 变 分 ， 
沁 为 

j= Сх, 8х] 
ж Ей, YZ bB BU ЛЕУ Н ЛЕУ Ы НЕ ТИ Г) sh ЕЕК, fe PS ЖН 
微分 就 是 消 数 请 量 的 线性 主 部 ~- 样 ， 所 以 ， 泛 函 的 变 分 也 可 称 
为 泛 芍 的 微分 ， 当 一 个 活 函 具 在 变 分 时 ， 即 其 增 基 雪村 用 
(3—10) 式 来 表达 时 ， 我 们 也 称 该 泛 通 是 可 微 的 。 

ВІТ, A 


J = хд 


ü 


RJ Ж BEL 


I 
可 = | 2х0) дх сё) dt 
Ü 
ару 
Е 
в} = | 2x (0) 6x dt 
由 
当 x (D = Ë, ёх=0,1! 和 868x=0.2 时， 变 分 的 值 相 应 为 


1 
ЙС, 0.1 = | o.2par- —— 


0 


1 
уси", 0.200 [0.441 一 全 
р 
пу ЕВН, ЎЎ RATE МЕ — Ну. 就 是 说 如 有 
Ахл = Lr gx aÚ pu pas] МЫ хуй] op U Se) 


š 其 中 ris, Өх) BI Сх, бх 部 是 关于 5x HAREA ДХ. В 
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Lala, окш Быш xe 0] 
5， 一 个 引 理 {5 ра JCx2 HÆR 


„т_ ð 5х7 
0] = — 下 ax laa (3—11) 


ЛЕШЕ НД ЭХ ЧИНЕ УП. Е, ЕЭ р ЗУ АЈ НШ e 
gf = -fc +айх)! „ә 


AARAA., MERMERE, 
上 面 讲 过 ， 泛 函 的 增 量 可 以 写 为 
4] =] Cx + ax- ]ixi= Lis, mëx) +к[х, адх) 
HFL, адхі ERT одх НАВЧ Ра, ІННА РА 
的 性 质 (2) , 9 
х, адху= а(х, öx 
出 于 rix, ах: 是 关于 aóx 的 高 阶 无 穷 小 ， 所 以 有 


рх, арх _ PIN UON] < 
ima a jim 8092 a 
g- 4 = +0 “Ох 


利用 上 述 两 点 结论 ， 便 得 
2.305 + gx] = = lim . 


= Jai E 


-ljm Exter] Jx] 
ма-а п @ 


= lim -+ IL [x, адхі + rix, aðx]} 
= Lix, Fe) 
H11 ZA 
І 
j= J Gd: 


的 变 分 等 于 


== == 
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ыр. те TE 
8 J = да Лх адхі | 920 


= ПЕЕ (х + адху di 
£ Ger ‚ошай 
LI 


! 
= [2х (D 6x Zt 


2 KZA 
IC xÜ -- Рес, ко, 074 
的 变 分 ， 
© ЖЇК (3 一 11) ， 所 求 的 计 分 为 


P D П. 
ё] ас Еа 十 rry | | oe 


її 


ai 


11 

_ f- ð p (f, X н адх, 十 ağs) 
È От 
{б 


у ы к т 
ОА, дх дх J 
po 


AF a,x, 2) = + x + x°, BH 


8]= {2Схбх + хх! 
б. ТРЮК RIER- БР А7 YK DA. + TE 

хо НУЫ РУ. И у= GO WNE 

Ay= РО) — f O) 220 
ША, ЗУ РОУ fE Ax BFS Sk i. ЖТ НӘН 

Ду= fix) — f (x) 0 
ЭБЛЕ 1, РИ С) Ех ERER., Шш у= 0х) 可 微 
HJ, ВТЕ, АРА B5 38 2 8: 2: 
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Ско 0 

# HI PS 3 SIB Ау АЕ М, Ар ШЕ ЈСО В ЧЕ У, 

ЕУ ШЖ ЈСХСОЈ {Ед х= хо) ФАА, НЮ 
АЈ сх) ЈС, 0922250 8 JJ = J x OD] - Сх, ODL Ш 
BAJO GER xi АЕН ЛАКА. 

在 上 面 的 定义 中 ， 提 到 点 х) HR. ТЕД Т. 
利用 几 柯 语言 ， 点 x 的 的 邻 域 可 以 敌 定 为 以 点 wD 为 加 心 + 为 
半径 的 图 球 ， 即 含有 满足 条 件 

dix, Rr 
的 所 有 的 点 x (D ААК. ЗЕ. АК РАЯ x< (0) WE 
A F ”的 所 有 函数 x 的 Wep., t Ti ТН УОЛ]. 
参看 表达 式 人 3 一 掉 和 (3 一 7) ,x, (D KARN S АЈ DS 28 (D 
也 就 未 同 .如 果 取 


d (x, 一 人 | (3—12) 
аһ 


MU x, (好 的 分 域 所 包含 的 函数 ха) 是 那些 在 区 间 Са, #) 上 
满足 条 柏 

lx (O — x GQ) 2 
BRAKA, LAEL, 27 КЩ = x, G) ЫБ ##х= x, (Р BJ 
Жк ЗЕ r унй. ERAR F. 1A #l HJ Ua 


称 为 强 被 值 。 
ЙД ЖЕНУ 
A T = max СС) хо С, Is 0090 


(3 一 -13) 
Ш] ху НЧА PR d ЕЕ НУРА x (0) 是 那些 在 区 间 Га,?; 上 
[ШЫ E FIA 26 #E 

l (P) — x GQ) | <" 

[x @) — x (| <+ 
КБТУ РЕ, (bsk i ВС а] Са, 57 НЫ 26 x= x (O IH 2% 
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х= х0), ATJ Е р ЭЕ A 3 r. АЈА ЖЕ 
Эн, A T r RAR. ТЕХ ЇН P, ЗАЈАК a RRRA 
ВАН. 
PAm. Z WRTA x, OD EARMA, АЛ fy 
й. WA ху) БАБ 22779900106. HA, х, СР) ПЧ HH 3 
М (3—12) АЖЕ, ПН (3 一 13)》 式 规定 距离 所 
Ea AAA АЕ, Jd. AWA хс 上 有 ЯЯ 18, Яр 
ЖА EREI х) JL i B Ata, 
Т. жй “үз JC xG) W IR, HEA x G КК 9] 
ЖЇН, MIRZAGA х СР) ЯМЛЕ ОН Ж. MB 
бк ох =й (3—14) 
IEH ITER E öx 来 说 ， [|їх,тадх1 是 变量 “ 
HPS AK. IRIRE BEUA Ж J[x,+a6xJ] Æ m= 0 ВЈ ЈА 
H. Pri E ЛИЛЕ <= 0 Hyr., ВП 
9. уса, tax” | = 1) (3—15) 


r. L, 1 адх лсо = Öf х4, ôx] (3—1 6) 


根据 以 上 两 式 ， 加 之 öx 是 任意 给 定 的 ， 恒 得 
8] Сх, öxi = 0 
Вя И АА ШЕ Н] БИЖ, HR (8 5 39 48 la НУ ДЬЕ 28 tp ЛЕН 
同 的 . 
在 结束 本 节 之 前 需要 指出 ， 本 节 中 的 许多 定义 和 结论 ， 稍 
加 变动 就 能 用 于 包含 多 个 未 知 函 数 的 泛 画 ， 
dE PD х,у, ЛОР 
ж Б В ВЧ Ө] ЗЕ Б ЕТ Н 9184, ЖЇЕЇТИЙЁ. 
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第 四 闻 KAH E 
现在 来 考虑 使 泛 本 


了 = JE (£, x, 2) dt (4—1) 

达到 极 小 值 的 问题 。 Ex д RAAR, РО, х.х) 
不 仅 是 变量 1、x,* MEEK MEX х.х ETIR FH 
也 连续 。 问题 是 要 确定 出 函数 ха) , EA (4 一 1) 8 
Ati. MILAT k А ы Н x (O, Hey ле 的 
Кай F Gx) 没 这 条 曲线 的 积分 了 到 极 小 值 . 

ЖЖ x 代表 一 个 控制 系统 的 辖 出 ， 邳 么 积分 C 4-1) ж 
是 系统 全 部 性 能 的 一 个 指标 。 而 衡量 性 能 的 标准 就 在 于 使 这 个 
向 分 极 小 化 。 性 能 指标 可 能 是 一 个 控制 系统 的 电动 机 速度 误 25 
平方 的 积分 ， 这 时 的 号 优 控制 问 概 就 是 使 速度 误差 极 小 化 。 人 性 
能 指标 可 能 是 某 称 飞行 器 的 能 量 消耗 ， 这 时 的 最 优 控制 问题 就 
是 确定 出 县 优 飞 行 轨道 使 得 能 基 消 耗 到 极 小 值 。 性 能 指标 可 能 
是 一 个 控制 系统 从 一 个 状态 转移 全 另 - :个 状态 所 需要 的 时 间 ， 
这 时 车 优 控制 问题 就 在 于 确定 内 一 种 控制 ， 使 所 需要 的 时 间 景 
得。 由 于 控制 站 题 多 种 多 样 ， 变 分 问题 也 就 互 不 相同 ， 对 此 ， 
我 们 将 分 别 加 以 讨论 . 

4-1 端点 固定 的 情况 

ЭЙ ТЕ Т IFE] АЙ ДЕ ЧЕ PA MA JE. 15 a A 49: 

кек» SUIS] (4—2) 

Aj DK WI tk Ж, Шр (4—1) НИЕ FIS 5468 8 
Ж. 

设 x (DD 是 满足 边界 条 人 性 (1—20) HRHD. zO) 
是 ха) 的 邻 域 中 的 一 个 阔 数 ， 它 与 хб) атт Е 


= 
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S (f) = x CD + E C) (4—3) 


Ей) = (0) + e7 (1) (4—4) 
2 e 2E— F 83538, а) ДЕТЕ РАТ H WS E Е 

Оу = Z (E) = Ú (4—5) 
的 函数 ， 很 据 鼻 设 ， 端 点 是 回 定 的 《如 图 4 一 8 所 示 ) . ЖЇР 
《4 一 5) 保证 了 Х 


кое, s 

X (t) = (00) = x, _ 
[АГ БЕ 335 rh S) БЕ ЖОЕ ПК E ш 
要 求 的 边界 条 件 (4 一 2) ， 
дА е ЯШ), Н | 
过 方程 {4 一 3) 和 (4 一 | 
4) 就 能 把 所 有 满足 边界 条 | 
件 且 有 连续 导数 的 函数 表达 I f É ‚ 
EX. Eib хо) 与 极 {4—8 
{ҢҢ Ж хб) ДЖ 2250 ЛЕ єй , ШАК, DERA р (Р) 
如 何 选择 ， 当 e= OMN, ЖЖЫЗ ЮЕ ШЖ < (D. 

Жоха) ЯП ARAE (4—1), Җи 


Шо |Р (I, x d кй, x + en) di (4—6) 
由 于 x(O ERRERA 70 АЕ АЕ ВОВА 0, Br 
以 }( 可 认为 只 是 = WAR. {71 (4—1) fE x= x(t Hj 
HARI, AH: OE Er Je ХЕ e= 0 RR ЛОЛУ 


T = 0 
因为 FG a) 有 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 求 导 和 积分 可 以 交换 次 
序 ， 从 而 得 

Peis d. РО, ха єў, 8 j sr) dt 


in 
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= Í S FO, хе, Җ єй 


^^ d 
= | ә F (t. xe t gm. gbe ШЕ F (t 
s: ‚хер, я еу ® 
+e + тє] 
因此 
a Є 
JP) = | э! ФӘ” F б, х,у! 
= | (F. + Бур! (4—17) 
对 上 式 积 分 中 第 二 项 施行 分 部 和 分 法 ， 得 
J Findit „z Piy. — {y 2 Fadi (4—8) 
їр Fi 11) 
特工 式 代 六 方程 【2 一 了》 , Ш 
了 d š _ ч 
(2, -. АРЕ) ЗК Ет! =0 (4—9) 
fi i 
АКРЕ (4—5), WERN 
f (F > {| dr = 
| асур) rE (4—10) 
由 于 720) 是 酝 意 选 定 的 函数 ， 特 别 地 说 ， 可 以 选 
?@ =» {Fs EFi ) (4—11) 


其 中 rO 是 任 一 满足 下 述 茶 件 
и) =| 9， 
[有 有 CC 为 革 一 函数 ) 
НОРА, уй (4—11› 代入 方程 《4 一 10)》 。 可 得 
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十 


ñi ' 
EIG (F, m Н Р: Í 到 s= 0 


— HE D ИЕЛ , ИЙИШЕТ, 


因此 得 
F. F:=0 (4—12) 
dt 
s ГА Жс 5 5 W 57. 0] 49 
Fa- F; = ЕР; — XF: 0 (4—135 


H Fe (1—12) nk (1—13) 6 EK ha УЙЕ. ЖЕТЕ1ТА45Е B Е 
н Б ААУ, H Jr С4—13) a ДЕ, WF; ¿e Or, EK u h TE 
是 一 个 二 芥 微分 方程 , 总结 以 上 的 讨论 , 我 们 得 出 如 下 的 结果 : 

ТЕРА (4—1) FRE, ЖЫК х0 必然 满足 殉 志 
方程 ， 即 沿 数 x 的 是 二 阶 微分 方程 


d 
1 колы ыс Е k = 
P, її := 


或 
F = Fia- zF; —- Гі = Q 

Шуй. BUE, Ж xG WERS EEEE (4—1) E 
值 的 必要 和 性 ， 

因此 ， 为 了 求 出 使 江 函 (4 一 1) 实现 极 值 的 函数 或 曲线 ， 需 
要 求解 欧 拉 方 种 ， 了 欧 拉 方程 是 二 阶 微分 方程 ， 它 的 通 解 包含 两 
个 任意 常 煞 ， 在 所 述 情 况 下 ， 这 两 个 积分 常数 正好 可 以 利用 两 
TERETE UD = x Hl: G) хо Н, АЯР H [Р 
ХНК ЖАЛЛА A AE AE iz pq 32 RTE, IH jË, j ES ЖИГ НИ рН #Ú 8: 
йт PL BE GE ВЗ БЕЛИН, руде] КЇН МЕЕ FB. Ж АЕ 
作 进 一 步 的 研究 . ЖЯ] И Tok ну у= f С) 的 极 值 非常 相似 ， 
在 x， 处 的 导数 /' Go) = 0 是 x, AREARE ЕЗЕР, SZT 
CERRIS, ЖИ OI Pasa, ИЧЕ ТЕЕ РР. Ж 
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шчае аз ДИОН. ПИНК yE B) 
И ЖЕЕ БЕ БУ ШИШ Ж. ШЕ ЕЖ, УА ИЧИ ЕН Р Wak 
线 不 一 定 能 真 止 使 泛 阔 达到 极 大 值 或 极 小 和信， 但 它 是 使 泛 函 取 
极 值 的 候选 函数 或 者 候选 曲线 ， 

一 般 地 说 ， 二 阶 微分 方程 ， 由 然 包 括 欧 拉 方 程 ， 只 在 个 别 
的 情况 卞 才能 积分 量 来 ， 将 它 的 解 表示 成 封闭 形式 。 但 是 ， 在 
下 列 的 几 种 特殊 情 访 下， 欧 拉 方 程 一 定 能 够 积分 出 米 。 

1. 函数 F RIS 2, Eh 


F = F (š, x) 
2. РАЖ F AV K, ВИ 
F amir p) 
3, ЖУР ASK RT A Rp 
геа ОМ, 5) 
ХЕЗ F, ККУ y ЕНТ РЕЙД: 
F =a] vt (4—14) 
事实 上 
L. 人 
= — (Fire + Рх — F.) 
而 这 时 的 欧 拉 方程 为 
Fiss + ЕЁ ж F. = Ü 
所 РН 


d ar. - Е 
P? (F +< F: = 0 
两 边 积 分 ， 便 得 
Fo xF: 2 C 
d, KAT НЕНИ K da T<, BU 
Е -а(, х) + BU, х) 
#1 求 记 图 


一 一 
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Jes a Го -x dé 


在 边界 条 和 件 
х(0) =0, x ESE 1 


下 的 极 信 曲线 ， 
B ”根据 欧 拉 方程 44 一 12), 得 
X + х= Ü 
МАЖ 
х= C.cost + C,sint 
利用 边界 条 件 xQ) =0，x 1 二 1= 1， 可 解 出 
Cisi Ll 
ANE, РАЈАН О ВЕТ Ж x= sin: 上 实现 ， 
例 2 REA 


J [wy = J I di, x (Ë) сох, 


н 


x (Юу = х, 
的 极 值 曲线 ， 
МЕ RIERA FRERET x， 其 欧 拉 方 程 为 
d p. 
— 
由 此 得 
| = С НИНА = 
тна 
其 中 忆 为 一 常数 ， 由 上 式 有 
КЕС 
其 中 С, 为 男 一 常数 ， 积 分 此 方程 ， 可 得 方程 的 解 
x= G еб, 
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(4—15) 


— 31 == 


HOER An, ЛЕ ЇН НН ДЕЕ e A йл (А, x 和 
BG. x) 的 直线 . 

KEARE g AEE В (2—15) RR RNE, 需要 做 
进一步 的 研究 。 {Н.У р (2—15) EET EE ЕДЫ АА 
В ВИ ЙЕ SAA 2) , RRA КТ S. АЈДА 
м, ЖАА. В А IE dd БА (4—15) ИЛНЕ) 38 18 Hi 

з 最 速 降 线 问题 (和 参看 第 一 首 方 程 1) n. ААЛ 
接 两 定点 4 和 也 芍 曲线 中 ， 确 定 出 `…… 条 曲 钱 ， 使 得 在 重力 作用 
下 .一 质点 和 月 较 高 的 点 如 ， 在 不 考虑 摩擦 的 情况 下 ， 洛 着 这 锭 
邮 线 下 滑 到 较 低 的 感 B 时 ， 需 要 的 时 间 最 短 . 

解 ” 选 择 座 标 系 如 图 4 一 2 所 示 。 БЕ у= у(х) 是 连接 版 
AORA Вб, 加 ) 的 任 一 郊 清 曲线 ， 由 量 速 降 线 的 数学 提 


TOTE { оо dx 


取 极 小 值 ， 且 满足 边界 条 性 
FO у(х) = у, 


ЭХ Н] ра 38 
F l+ 
v 2 E y 


АНЕ & хх. НАЛУ 
F =} Fy = І — =! шш — = 
289 "хаду у) 
ЕТА АТ, 4 
аш Зна т а= 
DEY + у) 


г 


— 
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= С 
2 = 1+5" 


其 中 C, = 万 3CT， 这 种 方程 家 于 用 参数 法 求解 ， 为 此 ， 今 


y = ctg8 
于 是 得 
_ Ci oea Оз. 
ya r Csin 0-а cos 20) 
XH 
б = ау. = 26, ѕіпӣсоѕба6 _ = 2 C sin dg 
ctg d | 
= С (1 cos 20) dO 
积分 得 
_. _ Ssin28 e C psi 
к= бё x ) б = == (20 — sin 28) + С, 


由 边界 条 和 件 У00)-<0, [ТИН С„<0; 再 利用 变量 代 换 
20 = :, 518 


X i- С. (£ — Sini) 


у 


7 = = (1 — cost> 


大 家 知道 ， 这 是 旋 轮 线 的 参数 方程 式 。 式 中 为 滚动 图 的 学 
©. ШИЖ C， 可 由 另 一 边界 条 件 Ух) => 确定 ， 因 此， 最 
жезла ажа). 

在 以 上 的 分 析 中 ， 我 们 没有 应 用 变 分 的 概念 。 但 实际 上 ， 
єў) 就 相当 于 х0) 的 变 分 ，s90) 就 相当 于 хо) Ж 
分 ， 应 用 变 分 及 其 相关 的 结论 可以 使 运算 简化 ， 这 从 以 下 的 分 
析 中 就 可 以 清楚 地 看 出 米 ， 
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4-2 请 总 杞 变 药 情况 
E AEREI Bš 


J = f Fa, х, х) dt (4—16) 
ЙЧ НН, em AG. xo 和 ВО, хо) EREA RW, 
现在 我 们 假定 ， 其 中 的 一 个 或 两 个 问 点 没有 给 定 ， 可 以 移动 . 
这 样 一 来 ， 可 供 选 择 的 函数 x 的 WEET. (O ARRA 
m PB 3 iy нау. 

ЛӘ, ЖР к= х (Р) ЁШ bq (4—16){ЕЙ ЛА u[ 
ЖЕН 0 F 248 ЇН. ЖЕЛЕЛЕП ҮР ра (4—16) 在 端点 册 
定 为 (to， хо M О, хун] O, F OS B. ВТ, Agta) 
Jy H Е Bu А ТӨ] E B Е, 1Х ЖИ, Юй ха) 同样 


应 当 是 欧 控 方程 
T 
ЕРО 
的 解 ， 这 解 包含 两 个 任意 常数 ， 在 端点 固定 的 情况 下 ， 两 个 端 
点 条 件 


SU ЕЕ XCF) = х, 
ЗЕТ ВАЕ ЭХ РИУ И. ЕЕ ТН Г, ЈЕВ 
定 这 两 个 任意 向 数 呢 ? 下 面 就 来 回答 这 个 问题 

为 使 问题 简化 ， 并 不 兴 一 般 性 ， 我 们 把 端点 之 一 ， 例 如 严 
ARN 24100, x) 假定 为 尚 定 的 ， 而 右边 的 端点 ВС, xO 
很 定 是 党 者 一 条 曲线 x,= yt》 而 变动 的 ， 

设 x (D 是 使 泛 函 (4 一 -16) 达到 极 值 的 极 值 函数 ，z# 0) J: 
x GO 的 一 个 相 邻 济 数 ， 如 图 4 一 9 所 示 ， 吕 人 的 与 *( 站 之 问 


在 在 关系 式 
С) = x (£ + x (4—17) 
Ж (X) = s G + Óx (4—18) 
RH ЖЖ, (4—3 ›11(4—4) E — SE BJ. ЛЕ ЖЕТИ, 4 j Y 
— ga 
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点 (бух АБД G+ t, х, бх) W u PL Н, т (4—16) 
HE. 

I BJ КҮҮ ESHA, Вр 《3 一 11)， 不 难 推 
论 在 此 情 沈 下 泛 沙 (4 一 16) 的 变 分 


ë Í = - 5 | ЕР@,хт+абх, х +адх) dt o=o 
10 
==” \ Ft, x +aðx, х +адх) йі | 
dx : [т=з 


=з 


ð 
5 П FO, x Tax, х +aósx) dt 


(4—19) 
ERE i — JH 34 P Na А ЕЕЕ F hay y. RIEA Е 
Fg, EFR (2—7) 0] (4—10) 的 结果 综合 地 来， 就 得 到 


rn 
О 
БО { F (t; A + zü, х + адх) dt 是 


Ti 


= f (F.- F Fi) axdi + Рәх |" 
T m (4—20) 
ПУА НН IB ye BE. ARE MEN 
уд at 
aaf Ес, х+адх, х+адх)й | az 


= F(t, х, lz Öf, (4—21) 
Ж С —20)Ж51(4—21)4& А (1—19), 49 
8} = | Ж ® \ аха + Р;ёх |” + Ех, ж). ш 


(4—22) 
ШЫН. ЖЇН FEREN 48 
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Г ОЗ К = 0 (4—23) 
К Зл, МЫЛ ЛАШЫ. Nm 

Ox (tt) = 0 (4—24) 
RARIS R MED (1—22) 

ё}= F;| дхи) q Fi, бї, (4—25) 
APEZ РА T I {НЛ E 8} =0， 所 以 应 有 

Pel omy L Fl Ot ss Ü (4—26) 
ЖЛЕ 5x GQ) Яп 97, БЛИН ЖЕНУ, Wig КАН 

Fs gs0 ж Frase (4—27) 
ЇН ТЛЕ Е Е, AAAA R х= ФО) 变动 ， L E 
уН 89, 

现在 来 求 这 些 变 分 之 问 的 关系 。 利 用 图 4 一 9 可 以 看 出 
Bx ty) вед ФО) Bt, (4—28) 


mR, EARRA 8x G0 {Ж ха 在 二 处 的 变 分 ， 
陈 图 4 一 9 二 线段 ВС И. БА а, БУНЕ 
确 等 式 相 差 一 个 识 陆 无穷 小 ， 为 简 贡 起见 ， 这 个 高 阶 无 穷 小 越 
BRI. ЖШ Кол нр ЖЕЛ; xo 用 站 来 表示 ， 


x 
В, (hr dt Or) 
(ӨҢ 
| 
ату: 
БЕРД! are i 
FB GD 
| С | 
O| Т, + i 
[{4-—9 
бх@ д = Срб) — x (#,) 184, (4—29) 
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把 此 关系 式 代 六 方程 人 4 一 26)， 给 出 
CF -+ (о— ху), = 0 (4—30 
上 面 方 和 本 所 代表 的 条 件 建 芯 了 可 动 端点 处 极 值 曲线 斜率 六 Sy zn 
EHRE р ZKA, У АХ ЯЕ. 
КЕТИ, п F 6925416: 
+ х (tf) ЕЎ ра (4—16) Јр, ME GA EKE 


方程 
d p. 

Р.- rE: = 9 ¿4 315 
К. TE EDE WQ sa ЧЕЙН Ra 条 人 性 

6 (£) = 0 (4—32) 
TETY руй n, АР I Së ЖЫ 26 pj 

F+ (@— zF; = 0 (4—33) 
HH 32 pR (4—35_ (4—33) ЕВО Ж 

S =e tt 


就 能 把 欧 拉 方 程 的 两 个 积分 常数 以 及 终点 时 刻 五 确定 出 来 ， 
根据 同样 的 推理 不 难 知道 ， 如 左 端 点 也 是 不 国定 的 ， 可 以 
HRR x,= (to) 移动 的 话 ， 则 在 此 端点 处 应 满足 如 下 的 模 截 
ЖЕ 
(F+ (6- xs) F;3, = 0 
顺便 指出 ， 当 可 动 端点 只 能 沿 着 水 平 直线 移动 时 ， 在 方程 
(4 一 30) 中 令 ФО) = 0， 就 得 在 此 情况 下 的 横 截 条 人 忻 
(F — xF:)] 4 = 0 (4—34) 
м ү ЙМ k H ЕН КЕШЕНЕ ЫЫ, 36 H e-o 除 方 程 
(4—30) , и Фес -eeo， 就 得 在 此 情况 下 的 横 截 条 人 性 
Plar n (4—35) 
例 4 ”在 平面 上 给 定 两 点 4 和 8B、。4 点 位 于 座 标 原点 ， 阅 
定 不 动 ，B 点 可 党 曲线 y= y(x) 移 动 ， 求 一 条 曲线 ， 连 接 A.B 
两 点 且 有 最 得 的 长 度 ， 
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ВЕ ВЕВГЖ АЩ 629 
у= убх) 
H 5 AA (х, бх) ә), MAMEI BRAES р 


у= [туе dx 
取 极 小 值 ， 且 满足 相应 的 端点 条 件 和 横 截 条 和 件 。 
这 时 的 欧 拉 方程 为 
d 
T O 
由 此 得 
PEE =O 
PE гу 
此 方程 很 容易 求解 ， 代 入 端点 条 件 700) = 0 后， 得 
у=С,х 
它 古 一 条 通过 原 扎 的 直线 ， 为 确定 常数 “:,， 需 要 运 ИЮ 
АКЕ, Е Е 人 4 一 307 肥 如 下 的 形式 


C + [g' (x) С -== 
1+ С, ү АХ, A 


由 此 解 出 
С'(х) = -1 
式 中 С, КЕБ ВАА, p ох) 代表 给 定 曲 线 在 端点 B 
EJERE, EAER, АТКАЧ a e RE, 
根据 直观 迪 可 判定 ， 所 求 的 直线 是 澡 连 接 A,8B8 两 点 最 短 


的 曲线 ， 
Ро HERE 
l+ 
J= | dt 
在 条 件 
— 238 一 
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x(0)= 0, xG) = 2-5 
ТЕЛЕЕ, 
ЛЕ ERAF, KENEN 


_ l+ __@ ~ Е 


х? di хы 1 + x° 


因为 这 时 函数 FF 不 显 含 4 所 以 欧 拉 方 各 有 首次 积分 


Б-Р = 0 
Вр 
ГЕ Е Р 
Е xy l + 
或 
— 1 -c 
xx l-r" 
这 种 方程 宜 于 用 参数 法 求解 。 令 
х= tgn 
RA, 4 
х= ЄСсоа@ 
tH D. E Wi зн КЩ 
wa — Свїп4@ 
~ tg? 


两 边 积分 ， 给 出 
£= ~ Csin8 +С, 

利用 x 的 表达 式 消去 参数 0, 1 
(fC + x? С 


AE [B| Уге. IVA 3k — Яш A 28 x(0) = 0, 得 


C=C 

їй] ТЕ W x+ RRQ Ж ЗЕ PE JH: bf 29 
КЕГИ у ин 
| X i xa LF 
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一 一 = 一 人 COSHd 


一 239 一 


Ei IH; Н] 45 
s J = 
这 表明 ， 在 右 端 点 处 ， 闭 与 
HEZ, ЛРУ 
该 和 在 下级 
x = -—5 
L, WE (0—10) т, 8 
Tapu By y F, АС per A 38 
E. Bi, ЕЕ У 
WAEA CS, ОАЕ EC, ТЛ 
求 区 更 方程 为 
[站 一 十 wo 一 所 
由 此 可 知 ， 所 论 泛 区 的 极 值 只 能 在 
х= + 10: - Ë 
两 圆 弧 上 实现 ， 
为 便于 查阅 ， 现 在 将 上 述 西 种 情 沈 用 以 确定 积分 常数 的 条 
作 归 纳 如 下 : 
1. Б йола ВБА ЛАБ 
күш. ОЕ, (4—36) 
2. ЖАЛАА ВКЛ ШЕ 
(1) 5, ё WETA, ША, В WEH SJ 


Гу 50 аео (4—37) 
(2) 5. 1, WAH., MAH E РЈ Е х 5422 #l 
w= EED 移动 


(F + (p-a) Fin 0, (F+ (ф—40Е;2.=0 (4—38) 
ЖЛ КВП АЕ Pak BB ЯГ НЕ Е. „КШ А т E АЯ 
动 ， 而 了 3 点 沿 临 线 х=) Жл), MUH Pp 3 EF 2J 

Fu emak, БЕЗ ед нл 0 (4—39) 

3. Ад лк, 5 点 不 国定 


== 240 = 
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(1) 4 ME 


ое Е 0 (4—40) 
(2) 1 AEE 
хох CF + Fin 0 (4—41) 


4。 本 点 不 国定 ， 了 点 固定 
(19 A4 EGE 


P| u о, x (F. -二 Ж, (4—42) 
(2) +„ 不 国定 
二 (4—43) 


第 五 节 £ ЖЕЙДЕ 


5:1 端点 固定 不 变 的 情况 
以 上 上 我们 讨论 子 仅 合 一 个 未 若 消 数 的 汉 函 。 现 在 我 们 要 讨 
论 届 一- 般 形 式 的 泛 国 ， 
J [or жы = | ва, Apy Tia Жуу Aja “t'a x y dt (5—1) 
КН, HAE ЭРА УТЕ, Жи K MIPS Н ГРЫ 
A, ШУ ра (5—1) м FAJE: 


Р. 


JK, х0) = Быны zdi (5—2) 
Ji 
X (f = X. х0) 5 Ха, ХАР) ш X s Хб) = Xa 
(5—3) 
[ = x (£) (5—4) 
|x, = x, (8) 
=- 24] — 
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Л РА ЛЕ 0 25 


间 中 的 一 条 曲线 ， 如 А 

图 (4—11) 所 示 . x ,=X(t) В 
选取 不 同 的 空间 HH аи 
R, {Ўра (5—2) Wh 
就 取 不 同 的 值 。 现 在 | 
вокал | | 


极 值 的 必要 条 件 . 
设 泛 函 (5 一 2》 1 

ДЕЈ 5 — 4 ) 
上 达到 了 极 值 ， 作 它 图 4 一 11 
的 邻 城 曲线 

[> = x (E) + Bx (f) 

|x,= x + ёх, (8) 
SHF pu КЛИПКЕ, RER x)= 0, PRLE 
£ x GOD REE HD x, GD 保持 不 变 ， 用 几何 语言 说 , 现在 
Шз ЕНШ АЛЕ Ы OX, 平面 垂直 的 直 柱 面 上 的 曲线 。 它 
ПЕ (ОХ, EEA АНН Н ЛЕНИНА A 4 一 12) . 


(5—5) 


ETIES 


[* 210) В, X, 
{2,0 w=) +t ӨЛ) 
\ х= 


A 


! 
[| 4—12 


— 45 — 
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ХЫР (5—2) КГЗ, (0), EE 


Лх txe | Fx t xs хь zt Ox ха) 
їр 


(5—6) 
ERALAR, ME, {ЧОРЫ (5—2) 实 
БИЛ {ШЕ хт) БУД ДЕЛЕ 

d Б, _ 
F,- yy Th = 0 
这 一 推理 对 图 数 O 也 蚌 和 天 用 的 ， 从 而 得 到 使 涝 5—2) 
ГЕ ВУР х„(т) 应 当 满 足 方 程 
F 


(5—7) 


d у 
Pe Z 15 ч 一 
dt u 


方程 (5—7) 和 (5 一 8) 统称 为 欧 拉 方 程 ， 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 如 下 的 结论 ， 
PEIZ ICS — 20 达到 极 值 的 沿 数 必须 洪 足 三 阶 牧 分 方程 组 


(5—8) 


' d 
F. —— F: = 
| Fe di кеб 
2 5—9) 
Pa РЛ P 0 


这 组 方程 的 解 一 般 包 含 四 个 任意 常数 ， 它 们 存 三 维 空间 中 代表 
一 族 曲 线 ， 就 是 使 泛 函 (5—2) 可 能 实现 极 值 的 极 值 曲线 
Жк, 根据 端点 条 件 (5 一 3) 正好 可 以 确定 出 上 述 四 个 常数 ， 
因而 从 极 值 曲线 族 中 确定 出 具体 的 极 慎 曲线 ， 

例 Ж 


з 
Дх» wel= | CZs, t ait Айй! 


在 条 件 


х.00) = 0, x (Z) = 1, 07210, x (=) = _ 1 


= 2423 — 
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下 的 极 值 曲线 ， 
解 ” 这 时 的 欧 拉 微分 方程 组 为 


0 
K. — х= Ü 
对 头 一 个 方程 求 导 两 次 ， 再 由 第 一 个 方程 ， 可 以 将 x, 消去 ， 


得 

кек =й 
不 难 求 出 此 方程 的 解 ， 

x = Се Ce- Ccost+t+C.snt 
对 此 式 求 导 两 次 ， 得 

x= C ett Се *—-С,соз! — C sini 
#| H ЖЕ НУ РЕ, HPK Hi 

C i= C, s Су= 0, С,=1 


因 些 ， 曲 线 
x,= 81П/ 
x= — sini 
是 证 图 前 一 条 极 伍 面 线 ， 
5:2 端点 可 变 的 情况 
251815 РЕ 
ГС [ ға, ху, Жуу, dt (5—10) 


ИЧ ЖЕЕ u]. BEO SA 41 Ct. Xio Хо) ЕЕ ВЈ, Sa ВС, x G), 
x, (t 2) B| J RY 2 In] HH Җ 
|) 960) 
|x, G) = 02) сш, 
移动 . 
А> Йй x (2) 和 > 全 分别 获得 这 分 ein 和 Set, 
ХЕ (5—10) 变 成 


кері s= 
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Eia ataf E) 
t _ Е 
JES, + OX Xat ÖK, Ет | Еа, хр + Ox X +0ОХ,, 
ni 
N T GX + д1 


可 以 求知 其 恋 分 为 
5]= | CF.àƏx + FOr t ЕЁ; д, + Ерба, dt +F | ðt, 


将 上 式 右 端 积分 的 后 两 项 进行 分 部 积分 ， 可 得 


ae йр. М, d r. Na. | 
2] ш | ШЁ ш di Pa | D Х| + (Fs, ~ jr )әх, |41 
|- F|, дг, i F: öx, ia | F: öx, #1 
ТЕКА ЕҢ 4515, КУ 
ё] = 0 
由 此 得 网 拉 方 程 组 
, й р. 
s 
| (5—12) 
@ — 
F. -= 
和 
[Fi + Р; ax + F: бёх,), = 0 (5—13) 
仿照 推 证 等 式 〔〈4 一 29) 的 作法 ， 可 得 
x| z; = Ax CE) = (б, С m C 02, 
Bx = дх,(,) pSt w, (tat, 
ЖЫ, КЕРЮ АМ A y (5—13, Ш 
(КЁ (рх) Fa, к-а) Ед = 0 
考虑 到 6 的 任意 人 性， 最 后 得 横 截 条 忻 为 
(F+ (р-Б; + (фек), = 0 (5—14) 
极 值 函数 应 为 欧 拉 方程 组 的 解 ， 它 包含 四 个 任意 常数 ， 利 
лі А АЕ BU DS 4° Ж} 
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ASS он. Жы аа, 

加 由 方程 “5 一 11) ФИЛИ ЛИТЕ РЛАР (5 一 -1D， 
一 共 五 个 条 件 就 可 以 把 这 四 个 常数 和 所 确定 出 来 。 再 强 调 一 
下 ,这 样 得 出 的 极 值 遇 数 并 不 一 定 能 使 泛 函 实现 极 值 ， 因 为 我 
们 得 出 的 亡 有 条 件 都 仅仅 是 必 要 和 条件， 并 非 充 分 条 件 。 

现在 来 讨论 更 一 般 的 情 次 ， 这 时 泛 国 含有 TERMAR, 
取 方 程 (5—1) 的 形式 ， 利 用 相同 的 方法 ， 可 以 作出 结论 ， 
和 在 这 种 情况 下 ， 极 值 郴 数 应 当 满 足下 列 的 欧 拉 向 分 方程 组 : 


ы т F; = 0, £ = 1, 2, ... ; 5—15) 


一 般 说 来 ， 这 组 方程 的 解 包含 2: 个 任意 常数 ， 鸭 了 确定 这 2# 
ЛЕ, И 2л J| WR FA A: PE EK BS ÉK a Е, 

ТЕТ] ЖЕ ЯН % 4-3 АПР 32 BJ ЗЕ uE, ЖИЕ ШОР. 
а] PL АТИ, АЛЕКЕ, P yE FAJE ЗНУ E 


ЕХ = f Fa, X, Хәй: (5—16) 


ЖРА АИЫ, Хд н EE 


x, С) 
| | 
Р (5—17) 
х, (t) 
W 3 A — JS Ej Pt pi 2k HAEHAA ХО) , ER (5 一 16) 


达到 极 值 ， 
采用 和 数量 情况 租 同 的 论证 方法 ， 可 得 器 量 形式 的 欧 拉 广 
程 
aF d Ə 


ӘХ й ЭХ" (5—18) 


T Kdi ЫЕ F XJ X 的 导数 ， 根 据 定义 为 
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aF BF | 
ӘХ 1 № | (5—19) 
BF 
FIS 
ў AE ҖЕП. ола B o EUR Dh 25 
X= Ф) (5—20) 
яр), MIRRA Е (5—14) WREE, WiEm F В 
K BU 0 26 TE 31 
r za en ӨР 
F+ (фт Xr 2E | = Z 
[F+ фт Хт) 95) =0 (5—21) 


ТТА ta УК, CERRAH (4—30) 的 形式 完全 一 
БЕ. MERRI 《5 一 14) 实际 上 是 它 的 特殊 情况 ， 当 只 含有 
歼 个 未 知 函 数 时 ， 我 们 有 

г oF 


_ | x (tD) op] aF | ә 
xo ao J. Ф = |], эх o 


HEME S БЕЗЕ ИНЕ ЛАНЫ], ЖӨ ЛЕЯ АЕ (5 一 14) , 
Ж А ла Ву РЕВЕ (5—20) K (5—21), Ж 
可 以 把 欧 拉 方程 遂 解 中 的 积分 常数 和 终点 时 刻 五 确定 出 来 。 


第 六 方 ” 条 件 极 值 的 变 分 问题 


在 控制 理论 中 经 常 直 到 条 件 极 值 的 变 分 问题 ， 这 仍 是 一 个 
求 泛 函 站 的 极 值 的 问题 ， 但 泛 冰 本 所 依赖 的 函数 需要 满足 一 定 
的 约束 和 条件。 解决 这 种 变 分 和 疝 题 与 解决 沙 数 的 条 件 极 值 问题 所 
用 的 方法 类 伺 。 斯 以 让 我 们 先 回 忆 一 下 条 忻 极 值 癌 题 的 解法 ， 
beT ВА 
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= = F (x, y) (6—1) 
MERAM х ТЕЛЕ PF 
Fix, y) = 0 (6—2) 
FARKE., ERRI HAG НН ЛУ. Ж. ЧЛ, Tr, 
从 方程 (6 一 2) фй Н ОЖ. 
у= усх) (6—3) 
然后 把 JOS R F(x,y) , ЭХ, MA x 只 含有 一 个 
变量 x T, AFRA RR Ee A — RARE., 这 种 方法 日 
КАБИНИ E 3 E RAE ay a| RH. AiE, hA k HJ 
并 不 理想 ，-- 则 要 从 方程 《6 一 2)》 Ey ZIE E B PH 3ËE, 
再 则 对 x 和 和》 这 了 两 个 变量 没有 平等 看 待 。 因此 ,第 二 种 方法 ， 
即 所 谓 拉 格 骨 日 乘 子 法 ， 或 简称 乘 十 法 便 得 到 上 证 的 应 用 ， 殉 
A EIET EY А УВЕ Е А. 
MEF KEA L. u [a] i 82 Р, 
Bi (Е 8 E R 
Н = Fix, 32) + Af Cx, У) (6—4) 
AP 4 是 香 定 的 常数 ， 
BOF RAAH HERRE, Вр 


1 
Еа (6—5) 
ән o 

°> (6—6) 


第 三 步 。 联 立 求解 方程 (6 一 2)、(6 一 5) 和 (6 一 6) 
ЖАҢА (x, 和 常数 2 ШИНЕ; 
BHP HE x,、 РНЕ ЗС FOx, IRR. 
这 种 方法 对 полу 
F = РОХ Kass Ж 
和 和 有 多 个 约束 条 性 


Эх, Хау 775 Xa) = ©, = l ---, н HELA 
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的 问题 一 样 适 用 ， 

到 于 条 件 极 值 的 变 分 问题 自然 用 恢 子 法 方便 ， 以 下 分 两 种 
情 沁 加 以 讨论 ， 

6:1 几何 约束 

现在 的 问题 是 ， 给 定 泛 对 


+ 


J = ЕС, x, e Xn де, 


R 8 JL n] #) R tF 

J nts 0, z =1,2, "m, m 
下 的 极 信 ， 为 叙述 方便 起 见 ， 我 们 设 s=2, m=1, 现在 问题 
HEEE. AE Z ра 


j == ЕС, х хз, КӨ; (6—7) 
RAR x (2 和 00, AR 22#F 
О Хз) = 0 (6—8) 


FEZ 6—7) ERRE., НЕМА 
SIAR) = хур ХА) = ху 
(6—9) 
X (Ë) = Xap Xal) = Xa 
自然 ， 条 件 (6 一 8) Ж (6—9) 是 不 矛盾 的 ， 即 应 有 
Fiw Xw Xm? = 0, Fis Хх, Ху) = Ü 
И ДШ ЕИ, MEE MARA С, хх) =0 上 确定 一 条 从 点 
(Ë Ху ху) BA Geo 的 光滑 曲线 
[х= x O 
|x, = x, (t) 
ЖІ (6—7) ВН, 
Іх АЈ АЭ ЗЕК ЕНУ ДЕ, E IEA 
б = 上 (F (P. ху хул ә д + АХ) JG, Xa wa dt 
МА (6—11) 


(6—10) 


== ДАП — 
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H G, ху, Xa $o ха, А) = ЕО, X. Xna 82) + АЧФ) 
ГО 5) (9—12) 
或 
H =F +àÀf 
ШЕЮ (6 一 11) 可 以 写成 


Һ= Í Ha: 
Ж, 2150 h 的 无 条 件 极 值 ， 写 出 欧 过 方程 
d 


L ша, (6—13) 
d _ 
ңе м (6—14) 


下 一 步 将 约束 方程 (6 一 8) 和 上 述 两 仿 方 程 联 立 求 解 ， 3 + 
方程 正好 可 以 确定 З КЖ х). х.) 和 AO, 47 
边界 条 件 〈6 一 9) 正好 用 来 确定 欧 拉 方 程 通 解 中 的 4 个 任意 
常数 。 最 后 还 需 判 定 ， 极 值 通 数 x 的 和 x GE) AG BBS VZ В 
J ERR. 

ВИТЕЗ ВН, HHA ER ЫЫ Ў х, (0) х (7), RET 
ZA ,达到 极 值 的 函数 ， 就 是 原来 变 分 问题 的 解答 。 因 为 ， 
由 方程 (6 一 8) 、 (6—13), (6—14) 联 立 解 出 的 函数 
xG), х.) 和 Ai 自然 反 过 来 满足 约 桌 方程 

TU =] 
所 以 必 有 

J. = J 
再 有 ， 当 由 此 解 出 的 АО) RAZE (6—11) 时 ， 可 以 理解 ， 
Ж x GO 和 x,G) ЖШ (6—11) 达到 无 条 件 极 值 ， 因 
ХХ ЕрАЗ x (D 和 х0) Жур: J, HEIA TE (6 一 13) 
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此 
ЯП Се —14 的 解 ， 就 是 说 ,对 所 有 相 邻 的 国 数 说 ，x%i( Ах) 
WKE Сб 一 11) 达到 极 值 ， 当 然 ， 特 别 对 满足 约束 方程 
那 更 小 一 类 的 吸 数 来 说 ， 泛 元 也 将 达到 极 值 . 

上 面 的 推理 上 只 说 明了 用 乘 子 法 求 出 的 泛 函 J, 的 极 值 函 A 
是 泛 玫 了 的 条 件 圾 值 画 数 ， 但 是 ， 泛 画 了 的 所 有 条 性 极 值 衣 激 
ХРЕН ЭВ РБЕ НЕЕ ПЫ? 回答 这 个 问题 ， 有 有 下面 的 定理 . 


定理 Щл 
X = x (f), х= Х.Р) (6—15) 
Bb ETZ РЕ 
J = | Fo 04 (6—16) 
го 
在 条 性 
РО, хохо) = 0 (6—17) 


FAARWE, ЯА НАСА АЈА Г ОДС) ТЕТЕ, Бр х (D 和 
х.) ЎЛАТ р 


J= {Ера рий (6—18) 
fu гр 
的 欧 拉 方程 
£ ү. _ 
Ha ШУТ Ней (6—19) 
2 . 
Ha gp uO (6--20) 
MAA А0) H х,у, ху 则 由 有 欧 拉 方程 和 约束 方程 
fa, хуу Хз) = Ü G- 21) 


ЕЕ. ЧАП 20) GARIA J, НУРУН ЖЕРИН], M 方程 
《6 一 21) 记 可 看 成 证 国 《6 一 18) 的 欧 拉 方 程 。 

关于 这 个 定理 前 证 明 ， 请 参看 关于 亚 分 法 的 专 沙 。 

ji бвлт 
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zz 


J = лға 
ü 


ЖОЕ РЕ E 23 ЫЛЕ} 
ах? = R: 
和 边界 条 性 


x (0) = — А, х,(0) = 0 
x (R) = 0, xR -я 
ТАЛИН. 
Е EZR 
Е 


= [кх хк КАС аа к узд 


BERR Jo 的 欧 拉 方 程 ， 
4 х 
S=. = — үн 
dt м 1-9 si x 
d x; Е 


А 人 зичи: 


Хрл ЕНУ, ЭР Л, ig 


‚2 


Кол 到 
театар 
pip ШЕЙН 
з С 
хі = 1267 tD = Catl +1) (C= TE 
对 约束 方程 


+ x? = R: 


两 端 求 的 导数 ， 由 此 可 得 


р 
р 
将 它 代入 si 的 表达 式 ， 给 出 
292 = 


PDF 文件 使 用 "pdf Расі огу" 试用 版 本 创建 ини. Ё і пергі пі. com. cn 


ЧАЛ 5), ETH 


ТЕ. 
ъ= C.arcsin- i Ç, 


代入 边界 条 性 

x0) =0, x (K) =x 
可 求 出 积分 常数 

С,=?, С,= 0 
因而 


. È 
x= бас п<— 
ў F 


从 约束 方程 并 结合 хус) 的 边界 条 件 ， 可 得 
х= -VEF 
k, ТЕР} RERA 


x= =y RESE, x,= 2arcsin 


车 改 用 参数 式 ， 令 = Rsing， 则 得 泛 函 了 的 极 值 曲线 为 
t= Rsind, х,= — Ёсоѕб, x,=20 
这 是 螺旋 线 的 参数 方程 式 ， 此 例 的 几 千 意义 是 ， 在 柱 面 
Ë wt = R: 
上 找 一 条 连接 点 0, — R, O 和 点 (К, 0, z) 的 曲线 ,使 它 
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ВЕ АУБ Е. REANA, WILA WALI SE PH, АЛЕ E 
KE. НА И, ШШ {РЕ ЖОНЕ IB 2619712 РЕ у SE PU 
小 值 . 
6.2 运动 约束 
E- RRIA R KEJL R 
J (t, хх) = 0 
现在 我 们 来 考虑 在 运动 约束 
Руху х х, х0) = Ü 


下 的 泛 通 极 什 问题。 和 以 前 一 样 ， 可 以 证 明王 面 的 定理 ， 


定理 WERA 
we А. Жыш s 
КЕС ЫЕ 
J = J FG, х, хь Ži Ж) dË (6—22) 
to 
在 约 东 条 性 
РО, хохь Re = 0 (6—23) 


ТЕН, MADA ЈЕ АС) 存在 ， 俩 函数 x CD. 
х.) WH YZ PR 


ИП 


[е ) LEG ру аз Š is х0) HADICE, Xis од ох soldi 


і 
(6—24) 
的 欧 拉 方 程 
— _ 
H, a= 0 (6—25) 
d ry, 
Ha-g Ha = 0 (6—26) 
其 中 


H =F (š, X. ку So) + ACH О, Xis Xa Nis ta) 
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mA ЛС). ху, х0) h A (6—23) (6—25) 和 (6 一 26) 
共同 确定 . 
对 于 含有 z КАЛ ВЭУ АЈ 5 РЁ 


J = [ЕС хоу Xa Ri е, 


和 m 个 运动 约 东 条 性 
ACTEN Žita X J) 0, 151, 2,- M, m< h 
的 情况 ， 定 理 的 陈述 完全 一 祥 ， 只 是 这 时 的 欧 拉 方程 共有 n 


Ha~ A Hus ?, = 1, Aa 1... Й 


而 其 中 的 函数 


H= F+ У 2; f, 
这 s 个 欧 拉 方程 加 上 mm 个 约束 方程 就 可 以 把 一 共 (s + m) 个 
函数 xG), x.) 和 Ай), 0 2.0) 确定 出 来 ， 欧 拉 方 各 
通 解 中 的 25 个 积分 常数 可 以 利用 22 个 边界 条 件 

Te ЖП) =, +з, хы 

x, GE) = x, х„(#у = хуз, EY = 
确定 出 来 。 自然 ,这 2z 个 边界 条 忻 应 该 和 约 东 条 忻 是 相 容 的 ， 
在 具体 问题 中 ， 一 般 地 说 ， 并 不 需要 2» 个 边界 条 件 ， 因 为 有 
ЖЛ Ут ЖЕКС SF ba ТЕ ЫЕ y PE th Т. 

例 2 ФЕЙ 


= ° f УЫТ. 


需要 确定 函数 sG), WERTE 


8 — # =Ü 
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及 边界 条 性 
640) =1, 000)=1, 0(2)=0, 60) =0 (6—27) 
У ВНЕ. 
解 ” 先 把 问题 化 成 已 讨论 过 的 形式 ， 为 此 可 设 
x GQ) =O, х,у = 2 CD | 
mi к Jy ДЕЛЕ D B T — Л 


чү X = ü (6—28) 
й,—й=0 (6—29 
而 边界 条 性 相应 变 为 
x (0) = 1, x,(0) =1, wt2) = 0 
x (2) = Ü (6—30) 
7 ра J ЖЕУ) 
z 
= 本 人 wd (6 一 31) 


现在 问题 变 咸 ， 在 满足 约 来 条 件 (6 一 28}) 、《6 —29) 的 情 
尝 下 ， 和 确定 一 个 函数 s, EZA 06—31) REE EWE 
边界 条 件 (6 一 30) 。 

= ARTH, PZA 


Ja” ало а) +A- dt 


可 以 把 J. 看 成 依赖 于 3 个 函数 x, QO. x, 和 #( RES, 
其 欧 拉 方程 为 


. 


H, Zt 


Беш) 
和 
=” J m Sd t 2 


d Н. саъд 
Н,-- r Hi=s+À = 0 
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由 此 可 解 山 
À (= 4, 
A= — q Fep 0 
# = 4-8, 


将 o 代入 约束 条 件 (6 一 29) ,给 出 
х. = at at + a, 
再 出 方程 《6 一 28) 。 得 
хі) = 二 gf а" qr +T 2, 
利用 4 个 边界 条 件 可 求 出 
а,=3, а= 1 a= 1, 451 
由 此 得 
= 3L 
# = Зі 2 


6-3 问 量 形式 

在 控制 理论 中 经 常 使 用 向 量 钱 子 ， 以 使 算式 简化 。 现 以 运 
动 约 东 的 条 件 变 分 问题 为 例 加 以 说 明 ， 至 于 几何 约束 的 情况 ， 
可 以 类 推 . 

现在 问题 的 提 法 是 ， 求 泛 妇 


J = |Еа,х,Хуй 


EARE F 
ға, X, X) = 0 
THELA 2 ËF | 
хо = X, ХО) = X, 
НАКН. IEAk 


а вы 
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而 ЕР, Х, Х) 是 以 Fy Xip ta Na JATEKRA, 
ЛІЗЕ TERREI RE, IEA 


= е. +, X, X dt 
其 中 
А (ту = KAKE) pA Kt) * `". „СОРУ 
是 个 ixa HERT. {ЕШ ЇН F, ШЕ жд ИКУ Jy ЯШ 为 


H,-— H =0 


d 
其 中 
Н: ЕФ, ХХ) кА, X, Ху 
ЖЕРЕ 2) t i ЗОКИ, ВРОДЕ Ыы ХО) 和 
HRTF 2G)， 利 用 边界 条 性 就 可 以 把 所 有 的 积分 常数 确定 
ТЖ, 
з KIZ B 
J = zf sidt 
在 约 东 条 件 
x Со туг, 0 
а= 0 о) ?leo 
下 且 满 足 边 界 条 件 
х0› | [1 х,(2)|_ |0 
КЕ | _ Ë | | p Н 
ВОНА. АЗЕ U SK ЕЮ 2 的 癌 是 形式， 


= 58 бшш 
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# BERRIE. PEIA 


p= | [lyrarcAX + bu- X) ldi 
ju | 


其 中 
х=" АТ = СА, 2, д» |0 a 
" - Ü Ü - 


Kg 


6= |0 | 


СЕ 
这 时 ， 向 基 形 式 的 欧 拉 方程 为 
d 


H= f Hg AfA O 


H,- Н. -а+ётА= 0 
di 


整理 一 下 ， 人 得 
)= — А47} 
# = — P" 


第 一 个 方程 的 解 为 
А) = (0) 
ЖЖ Н 
ер Ат САТ) =. 
10у [00 
-| | p ) 
1 0 
-| ,1 
为 醒 于 和 例 2 E THR 
400) = | 


网 
由 此 科 
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#= ~éTA= CQ -32| š JE] 


"ETY 


= (1 全 
š 


$ 800) 代入 约束 方程 ， 册 于 
pas 
Шш 22 8 7; E uj 88 


X (Py = Ar X (0) + | edt- и (+) dr 


ü 


=[ ВЕС SE = (ее 


l? iro т -- 
Јо IE 
U I С га 一 工 dy 


4 ў? gt 
[1 + Ë а= 
=Í | | + И 2 网 
frd 
y -1 | 
“1 1 1 
| 
| Jat- а +1 | 
ЖА #6 
хо = | | 
Ф 
可 得 
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EH 


1 sO Ту 
А D) a г! f+1 
жыйы 71а. 7 
: СЛ. иын 
2 2 1 
"= z 
[TT «= -fe J 
21 
Е _ 7 
=3 – 5 


002 139), АЕ P] rh Bp t ij Et y 
程 都 改写 成 数量 方程 ， 并 和 例 2 的 相应 方程 进行 比较 ， 以 加 深 
对 网 量 形 式 的 理解 ， 


第 七 全 ”应 用 举例 


于 面 我 们 举 几 个 例子 。 由 于 一 般 的 欧 拉 方程 不 易 用 解析 法 
求解 ， 所 以 我 们 只 跟 于 用 一 些 简单 的 例子 说 明 变 分 法 在 自动 挖 
制 理论 方面 的 应 用 。 

例 1 考虑 如 图 站 一 13 所 示 的 开 环 控制 系统 其 输出 实际 基 
输入 的 积分 ， 需 要 确定 输 
ХАРЕ 907), ШЕШ ДК 


кх (0) 转移 到 状态 x (TT)， 
并 使 性 能 指标 证 u 4—13 
J = Í ExT) wD: + ut ya (7—1) 


取 极 小 值 ， 其 中 和 x{T) 都 是 给 定 的 。 泛 画 〈7 一 1) 中 的 
[x (T) хс) 代表 输出 与 终点 值 х{Т) 之 间 的 偏差 ， 所 以 在 
HAJ 中 的 第 一 项 T) -x0 是 图 以 限制 偏差 的 天 小 ,而 
第 二 项 а Пт) 是 用 以 限制 答 入 函数 的 大 小 ， 如 果 投 有 这 一 项 ， 
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显然 , ERA! REAA, НЕ (O = (x (T) -xol it) 
即 可 ， 而 óG) {ЖР а. 
这 个 简单 系统 的 状态 方程 是 
x= 8 (7—2) 
将 方程 (7—2) {др (7—1) , ШАГЫ RK U # N 
(хг) — x) 28 = 4) 
或 
э-х= — x (T (7—3) 
这 是 党 系数 线性 微分 方程 ， 可 以 用 拉 氏 变换 求解 。 对 方程 〈? 了 
一 3) ЙЛ ВЕЧА, 19 


PXG) 000) - 90) -XGOD = - ОЭ 


其 中 x (00 是 待定 的 ， 由 此 有 


x (T) " sx (0) n х0) 


= исту Шиш 


-sT ~ x (T ~ (092—7 + х (0) 
j 了 一 1 s*— i 


求 道 变换 ， 得 
ха) = x (T) — (x CT) — x (0222 CoshF 二 CO7STE GE 
| (7—4) 
当 f= 时 ， 输 出 必须 达到 状态 x(T)， 代 入 此 一 条 件 ， 给 出 
x(T) = «(Гу "x (T) -xi JcoshT Fa sinh T 
由 此 得 … | 
(0) = #00) = [(x (T) -x (0) JcothT (7—5) 
特 上 式 代 入 方程 (7 一 4) ， 得 输出 为 
x = x + [x (T> — x (03) (cothTsinht — coshż) 
=x¿]) + xc) ~- x0 tecothT tanht — 1)coshż 
(7—6) 
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根据 系统 的 状态 方程 ， 得 输入 为 
#0 = Cxi — < (0371 (cothT'- tanhiycosh: (7—7) 
需要 注意 ， 在 这 个 例子 中 的 欧 拉 方 程 之 所 以 是 钱 性 的 ， 原 
因 在 于 系统 的 状态 方程 是 线性 的 ， 而 且 性 能 指标 是 二 次 型 的 ， 
关于 这 个 问题 ， 以 后 还 要 讨论 《 见 第 七 章 第 一 节 ) 。 
将 方程 (7 一 6) 和 (7 一 了) 代入 方程 (7—1) Ж 
出 性 能 指标 泛 冰 J 的 极 小 值 为 
J* = |с) — х) + а Ора! 


ü 
T 


= [w ( T) — x (0) `° | {{cothiT +1} cosh? 


— 3CothTsinh2/; di 


= (x (T) = 002 1. (coth'T ee 
— cothT tcosh27—1) | 


cosh:T 


рт +1 jsinhTcoshT 


= [w (T) — x (0) у 


cosh T 
sinh T 


ccosh'T + sinhiT — 1) j 


= [x (CT — x (0 coth ТГ (7—8) 


例 2 现在 来 讨论 上 人 鲍 中 的 另 一 个 情况 ， 即 终 正 时 刻 工 给 
定 但 终止 状态 x CT) 可 变 的 情况 。 这 于 性 能 指标 泛 函 了 为 


T 


J = | iQ- xG + асура (7—9) 
其 中 日 为 给 定 值 ， 如 果 再 要 求 *(T) = 的 活 ， 那 就 完全 与 例 
L= Ta 

将 例 ] 中 的 х(Т› 换 成 QU， 就 得 到 在 此 情况 下 的 相 
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筷 方 程 ， 这 时 的 欧 拉 方程 是 


N= x= —Q 


对 照 方 程 (7—3) BJ (7— 4) , u Siti FT J 35 83 


fe 
xi =0 СО ху cosht+ s (0`sinhi 7—10) 
但 是， 这 时 的 机 截 条 忻 为 “参看 4 一 35 式 ) 
ӘР | 
ox аг "= ü 
Ер 
2x( PY = 0 (7—11 
ЛЖ (7 一 10) AARE, ЭКА (7—11). 2H 
500) = 10 х0) ItanhT (7—12) 


将 上 式 代 入 方程 【7 10), ЭРЖИШ. 48 
“(у= 0- [Q — x(0)J TUcosht-—tanh7 sinhti 
=Q — [Ü - x(0))J СІ —tanhT tanhticoshz 
С 107 
АТ КЖК. BHA БА 
к) = - (Q -x(0>J Csinht-tanhTceoshi:3j 
= [0 x (0C tanhT -tanhijcoshi: (7—14) 
将 方程 (7 一 13) ЯП (7—14) 代入 方程 (7—9), SERE 
TH PR VZ } АМАЛ 
J” =T- x (02 3°tanh T (7—15) 
ДУЖЕ ИВ, Mm sa H| 36 BJ FE BE 38 pr -MEL Z ШЙ и, Е FE 
能 指标 极 小 值班 小 。 这 从 (7 一 8) 和 (7 一 15) 两 式 的 比较 中 
AE Y SS B) Dl, B. 
需要 指出 ， 在 这 种 情 训 下 x< (T ЕРО, 所 以 系统 是 存 
在 惕 差 的 。 从 方程 (7 一 14) 可 看 出 ， 当 fT M. s0. 
МЕ 0, WAAR #[ 四 在 终止 阶段 是 越 来 越 小 直至 等 于 零 的 ， 
这 本 以 解释 旭 下 ， 因 为 在 接近 时 刻 卫 的 短 时 间 内 ， 愉 有 很 大 的 
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输入 才能 使 输出 产生 一 定 的 变化 : 上 既然 对 输出 的 终止 状态 x СТ) 
没有 特定 的 了 要求 ， 日 然 让 输入 等 于 等 就 会 使 性 能 指标 泛 遂 取 极 
ДҸ, 容易 看 出 ， 存在 下 列 不 等 式 ;: 


Í 00-х (92800 | {0-x0) - аА 


ка (тууа: 
1х ж ЛЕ F Ayak na se ij, Чыл, HT 
x = # 
根据 横 鹤 条 件 (7 — 4) 也 应 有 
{Ti = 0 
ВШ, „ЖИЙ ЛГА ЭЛӘ И # 3 SREATH, 
з 现在 来 考 


а-и, Е 
Jr РАА 4—14 
未 。 了 由 此 可 写 出 系统 


的 状态 方程 为 
号 [二 —х,+Ё (7—1) 
„=з (7—17) 


Л ЖЕЗ РЕЙН А, РЫ REHAR a0), PETER JEI РЕ 


J = ЕСЕ pay ds (7—18) 
取 极 小 值 。 系 统 的 初始 状态 

ху) = Ху ХС) = Xy 
是 特定 的 。 ZAJ PE р ETSN, р BR, nA Te HH bB; 
数 的 限制 越 强 ， 反 之 就 越 弱 。 在 解决 此 一 问题 对， 可 以 报 据 英 
Ж 

J = Па | (хів рж) dt 


й 
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Tu BJ E VZ PR) #у) 


Te fe + pud! (7—19) 
ВОЗЕ МАИ, Rae T->co， 处 理 极限 的 情况 ， 
HHT, РЕ BI E 


Ja = {сеа + ри) дбае) + A, (x, 0) 
fü 
їз] 1 
H = (xi + pg) +A (g- x — Ñ) +A, (х —- $) (7—20) 
MZR J 的 殉 拉 方程 为 


т ú сс мер к=, (7—21) 
H, -dF 
кт pH = 2X, + À = 0 (7—22) 
d 
a-p, Hio 2pa + A = 0 (7—23) 
z Ë 
HT x (T 和 х, (Т) RRR, ЖЮ pR USU 
oH i _ oH| _ 
A . °° ӘХ, к^ 


即 

АСГ) = 0, А„(Т)=<0 
А (7—16). (7—17), (7—21), (7 —22)#] (7—23) Н 
去 я, 并 加 以 整理 ， 则 得 以 下 微分 方程 组 ， 


2p 
Є | (7—24) 
=й, | 
2, i охь 
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ХАНЕ нн SSE W дЕ BS TU Жш А КЇЙ 

x (E) = Xs Xalol = Xg (2—20) 
ЖИВ А EF 

ACT) = 0, 4T) = 
JX ЯЙ AE r ҮЙ BJ PJ ААЛ к 在 较 人 复杂 前 情况 下 ， 欧 搁 方 程 
不 能 解析 求解 ， 需 要 数 介 积分 ， 这 十 的 商战 边界 条 忻 同 会 丛 臧 
HRR. 但 在 所 论 情况 下 ， 上 述 方程 组 是 第 系数 线性 的 ， 


所 以 没有 困难 . 
从 方程 组 (7 一 24) 中 消去 А. А 和 x, 后 ,可 得 方程 
0х, O dx, | .Xz 0 
de dË po (7—26) 


设 p =0.1， 则 得 此 方程 的 通 解 为 

x (£) = Ае? “зїп (1 ,15t a) + Be tocos(l,.15+ B) 
不 难看 测 ， 利 用 方程 组 《7 一 24) ИН A H e CEHE H E 
这 些 指数 国 数 项 的 线性 组 合 。 为 了 满足 扫 工 趋 于 无 穷 大 时 的 荣 


件 
АКТ) = A, CT) =0 
必须 有 
B .0 
因此 
slt) = Агт sin(1,15 +a) (7—27) 


HERE а е, g ih 
x (£) = 2467179 [4 15cos (1.157 +0) 


~ 1,3581 (1,154 +a] (7—28) 
уураа, 1 二 =0, Æ 7—27) Д (7—28) WA Ii 
A (7—25) , {аА 
= е 
x = AG.15cosa-1.35sina) 
由 此 可 得 
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A=. х, 60,867х „+ 1.173312 (7—29) 


ч 


=: газ ________ 
a= атт 173x (7—30) 


将 方程 (7—28) 代入 方程 (7—16) ， 可 得 控制 图 数 
#(#у= # + X, 
= ДДе-!°%С -— 1. 96cos(1,15/ +m) 
—0.85sin(1.15# 1 z)3 (7—31) 
其 中 的 常数 4 和 aa 由 《7 一 29) 和 (7 一 30) 两 式 确定 ， 团 为 
控制 函数 表达 为 上 的 国 数 ,所 以 只 能 实现 开 十 控制 。 为 了 实现 
闭环 控制 ， 我 们 必须 把 úC ARARE S KA. A 
(了 一 27) 、(7 一 28) 和 (7 一 31) Z4, MERA sí) 与 
x (E) .x, (E) 的 关系 起 为 
х) = —1.7x,( — 3.15x, (1) (7—32) 

HRE в} 以 对 
AITHE 
ml, HA ЕД 
图 (4—15) 所 
К. 

有 并 个 问题 
需要 说 则 一 下 : 

1. EEH 

хұ= х, О ЕТ 4 -一 15 
其 中 是 个 常数 。 经 过 变换 后 ， 系 统 的 状态 方程 变 为 


2 = — X + # 


NX == к, 
REH, BTE x, 换 写 成 x, 外 ， 上 列 方程 与 变换 前 的 状 
态 方程 (7 一 46) 、 《7 一 17》 完全 一 样 ,因此 小 了 把 x; 将 成 
x, 由， 和 解 也 没有 任何 变化 ， 这 表明 ， 间 时 把 性 能 指标 泛 哺 
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(т 一 18) 中 的 x, М (х, О ВБ, ЯАВ ГИК 
系统 中 的 反馈 x, PW- 之 外 ,其余 没 有 任何 变 作 ,原来 
的 性 能 指标 在 于 使 输出 x， 与 零 之 间 的 偏差 极 小 化 ， 而 现在 的 
性 能 指标 在 于 使 输出 x, БОКА E {и О 2 [aj hy ЭЛЕК. 

2， 车 减 小 参数 p 的 值 ， 则 控制 函数 在 性 能 指标 泛 辫 中 
的 比重 谍 小 ， 或 者 说 受到 的 限制 减 小 。 因 此 ， 当 状态 变量 x 和 
x, ЖЕРДЕН, ЭШ АКЫШ ЖЫЛА, РЕ РИ sO) 的 
BARNA, БОЙ ЭМА. 

3. 我 们 没有 讨论 稳定 问题 ， 但 是 ， 容 易 判 定 ， 得 到 的 财 
环 控制 系统 古 泊 了 近 稳 定 的 . 

4 .性 能 指标 泛 函 是 二 次 型 的 ， 状 态 方 程 是 线性 的 ， 上 这 以 
网 拉 上 万 程 是 线性 的 ， 因 市 得 到 网 控制 系统 也 是 线性 的 BAS 


七 草 第 一 节 ; 
Ha 。 设 有 一 阶 又 统 ， 其 状 德 方程 为 

x< = пх L # (7—33) 
其 中 a ЖИ. ç К, MEWE eO, ШЕШЕНЕ 
T БЕ 

Ј =! (x7 + ра?) dt (7—34) 
He È ЖА ИЕ x (0) = х, ДЕЎ YE АЈ, 终生 х\Т) WA 
给 定 . 


Шї=- ЗЕН Н АЛЕ (7—33) E 0 EARE (7 
一 34) 的 方法 ， 都 不 礁 求 出 欧 拉 方程 为 


& = ~ + oax (7—35) 


H БУ S БА ЖЕ TF DEA 25 TF Л 


х(0) = х,, ¿(w ах) |+ = 0 (7—36) 
方程 《7 一 -35) 很 容易 求解 ， 因 此 控制 画 数 “的 是 不 礁 求 得 
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的 ,在 上 例 中 曾经 指出 , 这 样 求 册 的 0) 只 能 实现 开 环 控制 .上 
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对 上 上 式 两 边 积分 ， 并 简 记 


+ дї = Ё 
出 得 
-pIn ре 
或 
出 此 得 
2 Е = ra 
代入 边界 条 忻 AT = 0， 可 求 出 常数 :为 


将 2 分 别 代 入 p 和 “ RER Bat 
но) = P (D x 
而 


Pit) = [а + ИА Е Е с: тта 
P 


с аа рер ехр С 24 (1 + ра?) /р Т 
АТР ВИПВНКА И, Е А, J HERE IRIZ РА 
ХК Нун, ДЕ р ККД ДЕДК ЖЛЕ Е ЈА FE ра 0. 就 是 
说 ， 得 到 的 闭环 控制 系统 也 将 基线 性 的 ， 

EEF, 24 了 一 ce FF, M ¿—=0, I АС) 变 成 一 个 党 
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所 满足 的 边界 条 件 不 是 p(T》= 0, ШЖ x (Ty =0 了， 因而 和 
例 3 — PE. 

从 以 上 的 闭 述 中 可 以 看 到 ， 变 分 法 是 以 分 析 柚 小 恩 动 为 基 
础 的 ， 是 求 多 元 函数 极 什 方法 的 自然 推广 ， 与 人 人们 的 习惯 想法 
很 接近 ， 所 以 易于 理解 ， 而 对 于 新 问题 ， 按照 这 种 思路 也 能 提 
供 一 些 探 索 前 途径 。、 但 三 ， 用 变 分 法 时 往往 需要 求解 两 点 按 震 
值 问 题 ， 对 数值 计算 很 不 方便 ， 再 有 ， 进 到 不 等 式 约 东 时 ， 变 
分 法 就 更 不 相宜 了 ， 以 下 各 从 ， 我 们 将 介绍 其 它 的 方法 ， 


>] Rm 
1. WRI M 
— i -zydi 20) =l, 5-)=2 
的 极 什 曲线. 
2. 815212 8 
Ja f Qasa x(0) = 0, хә) = 2 
a 


Iti ж — E E ЩО HER £, ЫЕ, 
3. ТЕЙ 


afl 
J= | вой 
J 


TIP РЕНО 267 ОКА 


КА. "I+ -7 
I= Í v — 
Ё 


ВО іа Е 8. 
4, — iti s W BH Zü 
у= J ex) 
А со, DAMADA (4, 02, Brin a Јах АДЕ ЛЕУ x, EUREI AHR JE 
状 质 点 运动 的 时 间 最 十? 
5. ТГ ГА Së 
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Ф= — x+ и, x(0) = 3 
试 确 定 控制 函数 sD, Æ ¿= Бр R Se ДЕЗЕ К, HEA 


7= f (1 4 и) 
іу 


ПМ. 如果 把 系统 转移 到 零 态 的 时 间 不 国定 ， 屠 该 如 何 求解 ,说 明 求 


Ж Ж. 
6, BA- BT 3 Pë 
X = qx + #, х0) = х, 


其 中 we 是 控制 函数 ， 试 写 出 为 合 汉 区 


НЕ ДАНЕК 3 АНИ ЖЕЙ, h ERER, 
МАТЫП: уу 


R Z iB. 


Je Í Fx, t. ХУА 
tQ 
了 的 变 分 ， 并 写 出 在 此 情况 下 的 欧 接 方程。 
8. ЖА] E. BW PJ ЖЕ > TZ РА 


[ 
1= { (х? + 8x)dt, x( 1) = $( —1) = 0) 
-! 
= $(1) = 0 
和 的 前 但 曲线 ， 
9, Е МА 
+= f(x n, P) 


其 中 «о ЖИЕ. WHIP SI Н S Tik MRZE 
I= f Кох, E, ¿1 dt 


Ev K JA HILL IS EK a ГА т ЖҮР, AA p I OK OE, iiin 
HWH = F (x, z. f> + р(х, u, t) 
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10. ТАЙТ: ЕБИНЕ #| А 为 А н т tE E BU ЇН б. 

11. BHRI, В КИЙ RA 4 BISA K ARA 分 环 
节 ， 现 训 输 入 G), HARAM £= 0 时 的 x, 在 f= 了 时 转移 到 хт, 
Зе 15 


+ 
j= J Cx? + di dt 
Ё 


ЖЇН, Е иб), 
12. ҢҮЛ 


Ja f Сах + н" уа 
ñ 


AELE” JFE W Ph АЕ 8. 
13. АК M CO, D GIB EO у= 2-х ОЦ, ДЕРЕККЕ, 
用 普通 方法 验证 ， 
14. ы — М 
х= ы 


其 中 «0 ДЕН ТРИ. ЗАЛЕ EFI HZ Bà 


lI 
J= бк бз, + f Р(х, u, Ddi 


d 


取 极 小 值 的 欧 拉 方程 和 和 模 堆 条件， 其 中 t， 基 可 变 的 ， 
15. ЖЕКЕНИ, iZ 
¿= 0, xz(0)= l, х,у = 0,6-1, Fou? 
WORE ЕА ир) 和 终点 时 刻 ë, ЕШ ER SE DEBE PK АУ Р. 
16. BH s BV 3 35% 
x! bgaa PT? е Бор ауе УС) 


其 中 иб) дЕ, TV PH МЎ Н 
I= f Cix- с) + шт) 


ДЕ ЛУН АУК БР Ez. 
17， 试 在 第 6 题 中 设 解 
t= убх 
ЗЕБ + I EBI Sl ORA yC WREATH, 


— .. -— 2 —-..-... 
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第 五 章 ”最 大 值 原理 


在 前 一 章 我 们 用 古典 变 分 法 解决 了 一 些 简单 的 最 优 控 制 问 
题 ， 人 但是， 企图 仍然 采用 这 种 方法 来 解决 比较 复杂 的 问题 时 ， 
于 会 过 到 很 大 的 困难 ， 主 要 原 办 有 以 下 两 点 ; 
1， 击 典 变 分 法 研究 的 问题 往往 没有 约束 条 件 ， 或 内 带 有 
开 集 性 的 约束 条 件 ， 而 在 最 扰 控制 问题 中 却 常 带 有 闭 集 性 的 约 
Ж РЕ, РУР 00) 受到 如 下 的 约束 
{н| ж 1 
ATII, РМА Е E E Ае 8 
у= f (x) 
判定 它 在 两 个 端点 上 是 否 取 得 极 值 时 ， 就 不 能 使 用 导数 和 等于零 
J x)= 0 
这 个 上 方便 条 性 了 。 同 理 ， 用 古典 变 分 法 研究 带 有 闭 集 手 约 上 束 条 
件 的 最 优 控制 问题 时 ， 就 不 能 使 用 变 分 等 于 零 这 个 方便 条 性 
了 。 因 址 ， 根 据 变 分 等 于 零 推出 来 和 的 所 有 续 论 ， 包 括 欧 拉 方 程 
在 内 ， 在 此 情况 下 全 都 不 能 合用。 这 样 一 米 ， 可 以 想见 ， 当 然 
ШЖ АУ, 
2. 采用 占 典 变 秀 法 时 ， 要 求 函 数 F 与 了 都 应 有 “足够 
的 ”可 微 性 ， 特 别 是 ， 要 求 2 一 是 有 定义 的 。 因 此 ， 类 似 


= 人 Di 


这 样 的 性 能 指标 就 被 排除 在 和 邹 。 可是， 在 燃料 控制 问题 中 ， 
这 类 性 能 指标 却 是 无 法 碎 倪 的 . 
жт JR КАИ, 4 NAE Y 482352). ЖН, UEF 
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星 雅 金 的 最 大 值 愿 理 绞 为 成 功 ， 应 用 也 较 广 泛 ， 现 在 已 成 为 朵 
究 最 优 控 制 问题 的 重要 方法 ， 

全 讨论 后 大 值 原理 之 前 ， 为 使 问题 易于 理解 起 见 ， 我 们 先 
讲 一 个 比较 直观 的 例子 。 


第 一 节 “一 个 例子 


考虑 一 般 主 海 商 上 航行 的 货船 。 它 要 从 二 到 二 这 段 时 间 出 
本地 开 往 了 地 《有 见 图 5 一 1)》 。 船 沿 % 方 向 和 >x: 方 辐 的 速 应 分 


别 是 | 
x = f, (х, X, g. Р) (1—1) 
ж.е] (э, ж g, Ë) 

写成 向量 形式 是 
X f(X, D (1—2) 


pE CHER, ле ИЗИ. Hri Duy b 54 fa, { J [a] 
的 损耗 《或 其 它 指标 ) 是 

yz = FOX. z, I) (1—3) 
它 与 船 的 所 在 位 置 vx.) AR, З КЛИФ ра Sa ОУ 


{5—1 


X, À. Et af iB, HESIA ЕЕН, Bg uj p) pk 
НАА, (Babi EAE, ЭПТЕ АО Ei Sr, А9 


— 276 一 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


БИЖИ PE ps СР), RAAR ОЕ, {Р 
ВАТЕ АВА ЛР ЧИЕ АУ. 

为 具体 起 见 ， 现 分 几 种 情况 讨论 如 下 ， 

1. ЖИЖИГ /都 不 显 舍 + HAARE. 在 此 情 搞 
下 ， 设 选 控制 国 数 MEIA АВЕ ЖОЛ Atr, НЕ 8 
位 时 间 到 于 A, jE #,,#;,#， 能 使 船 分 别 沿 正 南 、 正 西 、 止 北 
航行 ， 且 在 单位 时 间 分 别 到 达 А,. 4, 和 4, (ШШ 5—2›, 
当 筑 ， 再 人 进 其 它 不 阿 的 控制 函数 ， 还 可 能 全 项 沿 其 它 不 同 的 前 
癌 航 行 ， 位 这 样 世 是 以 说 明 我 们 的 问题 了 ， 其 余 的 控制 图 数 和 
航行 方向 可 以 不 予 考 虑 。 我 们 再 很 设 从 G, + 19) 1 ХБ] 
分 别 从 上 述 四 个 地 方 航行 到 B 的 最 优 控制 隔 数 或 最 优 航 道 已 经 
确定 ， 且 其 最 小 损耗 分 别 为 VY， 和 

现在 我 们 来 看 ， 简 应 如 何 航 行 才 能 使 损耗 了 最小， 显然， 我 
们 应 该 研究 下 面 的 陌 数 

Е m ;=1,2,3,4 (1—47 

HÉ sh JM Ú 8 ИТАН ЛУ Jy ТАЈ ДЕ u [ГӨ] ВУЗЕ, ЖЯ. 
ИК н ААЛ dB 05 ӘДЕ. ЕТАН ТВ ЕН A 
向 3 时 沿 不 同 前 道 的 损耗 .有 了 以 上 的 理解 ,答案 就 清楚 了 。 把 
WY ， 中 最 小 的 找 出 亲 ， 与 之 相应 的 航道 就 是 最 优 航 道 。 因 为 下 
的 值 以 及 船 的 航速 都 是 取决 于 控制 耳 数 # 的 ， 换 多 话说 ， 景 优 
КЕ ЕУ” БУ ТАШ: W, 取 最 小 值 ， 即 


min  ,= min (CF, +U д C == 


反之 ， 把 W ,看 作 # HKR, {Б И, ЕК TS ЛЕ SE JE 55 TE ИЕЛИ РЕ 
Жин" K IH Ж. 
为 了 具体 起 见 ， 我 们 设 
P=10 f=9 Р,=?7, Ет 
六 ,=90， - 92, F = q7, ,= 95 (1—6) 
由 此 立即 看 出 ， 为 使 损耗 最 小 ， 从 有 4 出 发 时 应 该 沿 正 革 方 向 行 


== hos 
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图 5 一 2 


H, 这 时 的 景 小 损耗 为 


,=10+90=103 (1—7) 
比 沿 其 它 任 何方 同 的 损耗 都 小 。 换 名 活 说， 在 开始 时 & 是 最 优 
控制 函数 ， 


有 个 问题 需要 强调 ， 由 于 
Г „=пипИ/,=пип(Р,+,),17=1,2,3,4 (1—8) 


所 以 有 
l =F +, і=1,2,3,4 

ЖАНИ Е НАЯ, ХВАНЕ. Hik X 44 
FV Ka ї=1,2,3,4 (1—9) 


Ез Н й). ВА А1799] 4,8), ЯЛТ НАЛЯ К 
FE PETEAR AREE УЕА В ЛМИЖ ЖҮ. < 25, 
JT R БАРВ АЈ. ЖЫЛА НДЫ. & 55k h R 
EMETTE., Ш, BA 

,-И,=100—92= 8 
ж LF, 8 m Se F 5 ТРА, ARRA w. SNG AFE Е 
方向盘 行 时 ， 其 最 小 损耗 上 ,将 是 

F =5+92 = 97 


== FT s 
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2 20 B 100 Y, EAH, ЛУТ ЛЕЯ ЛИН. — BUH DG 
ERT, ШАТАЖ F НТВ? 只 当选 的 控制 函数 
к 为 最 优 而 使 《1 一 8 ) 的 堪 端 取 基 小 值 时 ， 玫 会 出 现 等 于 ， 

min [F,+ (/,-И/й= 0 (1—10) 


上 式 表 示 ， 船 沿 最 优 航 道行 驶 时 ， 航 行 过 程 中 的 损耗 正好 等 于 
两 地 最 小 损耗 之 差 (Т-К, WEE -Vo ЖЕЛ AB 
及 ;的 最 小 损耗 的 增 量 ( 它 实际 上 基 代 的， 凡 所 给 数据 1 一 个 , 
那 各 上 式 就 老 示 ， 沿 最 优 航道 行驶 时 ， 般 在 航行 过 程 中 的 损耗 
与 最 小 损耗 的 增生 之 和 必 等 于 零 。 此 一 结论 我 们 以 后 是 会 用 到 
的 。 

比较 (1 一 5)》 和 (1 一 10) 两 式 可 以 看 出 ， 它 们 除了 相 
差 一 个 外 ， 在 实质 上 是 相同 的 . 

下 一 步 将 有 4, 作 为 起 点 ， 继 续 这 样 下 去 ， 原 则 上 就 能 把 最 优 
控制 函数 aY (т) 和 最 优 航 道 确定 出 来 ， 

2. 从 直观 上 可 以 理解 ， 从 各 点 航行 到 B 点 的 最 小 损耗 既 
与 各 点 鬼 所 在 位 置 有 关 ， 也 与 启 航 的 时 肇 有关。 我 们 假 届 了 盯 
数 f SF 都 不 显 含 t, 所 以 它 只 与 各 点 的 位 置 有 Ж. 现在 再 
Е В, epii ЛЕР A ВОЈА E Ох, хо) RAR И (х, xy, 
且 И(х,,х,) 是 一 次 连续 可 徽 的 ， 在 此 假设 下 ， 我 们 看 如 何 确 
定 最 优 控 制 函 数 和 了 最 优 航道 . f 

BARRERA О, к), Hipi ТИ (x, x). Й 
А 航行 单位 时 词 后 到 达 As EAREN + Дх, xat 4х0), 
ERES Vx dx dx.) 。 和 根据 多 元 国 数 求 增 量 的 


SK A 
И-М, V (w + Ах,х,+ dx.) — V (x, x) 
Br a o ди 
xc а Әх, 2х; 


ога 
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ӘЙ \! 
£ Vi (1—11) 


其 中 
, AF _ 
ИЕ. кР x = 
Өх. 


在 方程 (1—11) 以 及 下 面 的 各 式 中 ， 为 简单 起 见 ， 几 是 高 阶 
АЗ] Ж A ЕН As Li Г, 

现在 米 计算 dx, 和 4x;。 它 们 分 别 基 在 单位 时 间 内 船 灌 x, 
与 x, 方向 的 位 移 《 砚 图 5 一 3)， 因 为 船 的 速度 已 由 方程 《1 一 


X, 


ЕТ AT, „žit Аа) 


d =. 


出 
А‹ху,х,) 4 


1 


5 — 3 


1) & (1—2) 纵 定 ， 所 以 由 亚 有 
Ах, = f (x, oy 8), Ji, = falx Xa (1—12) 

或 写成 回 量 形式 | 
AX =](Х,й) (1—13) 

ЖТ H BJ ЖЛЕ БЕТП РЕ РК а, ЖИТЕЛИ ИУ U 26 38 
Ју, WAA А, 是 沿 最 优 航道 行驶 和 竟 ， 邢 么 关系 式 (1 — 
10) 应 该 成 立 。 把 方程 (1—11), (1—12) 和 (1—13) 
RA (1—10 , 8 
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min [Р (х, Xap E) si се, и) 
" l 


г | | 
ко Ае Ü (1 —14) 


ВУ, J р Н ЛУ 21 
min СЕ (X, 2) + j f(X, ву) = 0 
(1—15) 

РЕ Ер В Ж. Aiit т РЕ 8л * 2 SR DP ЖЕ S PN Вур 2 ЦИ ДЕ 
小 从， 是 最 小 值 为 零 ， 反之 ， 当 把 手写 内 的 图 数 内 看 作 z HA 
数 时 把 和 看 作 带 数 ) ， 求 它 的 最 小 值 点 ， 就 能 把 最 优 控 测 孝 
数 #* 确 定 出 米 ， 这 一 结论 契 很 重要 的 ， 洋 际 土 它 已 经 很 象 我 们 
马上 要 曾 述 的 最 小 值 原理 了 。 

轩 为 一 个 苟 数 的 最 小 从 点 与 其 反 号 函数 的 野 夫 值 点 是 相间 
的 ， 所 以 我 们 也 可 以 根据 

or” 


max [(— F Х,а) . Í f (X,zg)) = 0 


1—16) 
же БИКЕ ai ka". ШЕП 
ГЕ а 4 Ши 


ко, Р.Р) = шо ыл 
РО 


Әх Әх, ' 
- P tt 


的 话 ， 那 么 方程 461 一 16) 3 нр н 
max (APJ (X, н) + РТ(# У(Х, ву) = (1 —17) 


ЕЕ Ити ЕЗЕН {И ЛИ ЖН 35 a HT. 

3。 在 以 上 的 讨论 中 ， 一 直 认 为 海面 契 平 稳 的 ， 水 流 不 随 
时 间 变 化 。 下面 我 们 假设 水 流 是 随时 间 变 化 的 在 此 情况 下 ， 
дк pi RRR АИЛЕ X 的 函数 , 而 且 也 是 时 间 2 Кура Y, 


es 
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ш 


= (хх, = ИСХ, Р) (1—18) 
Хи], HEMER ШР e 的 基本 关系 式 (1—5) 和 和 
(1—10) ХАКА, ЛЕЕ RJ, ША, H jk ñ) zh P: 
(1—15) #l (1—17) ИНТА. 
我 们 扔 设 船 在 时 间 吕 从 (хх) AA AE 
WA А, (хк dx... x,+ Ах) , ЛЕТЕ TABAN ПЕМ ГИН] 
ЮЖ, жїз (1—10) ҖЕ) 


min [F exa, D + И (x + Дх, x,+ x,, £, + 1) 
н 


T F (х\, Keady = Ü 


(1 —19) 
ШЕЕ: 
Мх, dxan aan TT wh) 
а” al Өк 
_ Ы | jx. Z -— 
АЧ ЗР Я Xa z (1—20) 
BEREA 19), [ИЕШЕ ДЕСІ 一 14)7 和 (1 —15) — В, 
HJ fg 
min (F (sx, м,н.) + ° 


"í | ЕГА н, 
`1 
т (ХХ 


д 
© уйу} T 


min | F X, Hai) (S 


д" 
s = = 
| OX, z. 0) T 
(19—27) 
м M с 
因为 一 与 # WAK, амр 
тп [FO(X,z, £) + (26). ЕХ, в.) = -3 
(1—23) 
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F ~ 


利用 上 式 、 局 推 证 方程 《1 一 -17) В, Eit F А48 
max CpFE CR, u, D + РУО) СХ, z, DD = u 
= 


( 1—24) 
上 列 两 式 表明 ， 即 使 在 水 流 随时 间 变 化 的 条 件 下 ， ЛМЕ 
理 ” 或 “最 大 值 原理 ”仍然 是 成 立 的 ， 只 是 括号 内 了 煞 的 最 小 


人 或 最 大 值 不 等 于 零 ， 分 别 等 于 ( - 3，) 或 U mu. 


在 以 上 的 讨论 中 ， 我 们 一 直 设 项 航行 的 时 间 为 单位 时 间 ， 
较 淮 确 的 说 法 应 该 设 航行 时 间 为 必 ， 然 后 令 水 一 0， 得 到 的 结 
果 是 相同 的 ， 和 希望 读者 令 航行 时 间 为 41， 自 己 练习 一 下 ， 

工 面 的 例子 并 不 复杂 ， 但 却 把 本 章 解 决 问题 的 基本 思想 概 
аЛ Г. 


BP ”最 大 值 原理 


在 五 十 年 代 初 期 ， 庞 特 里 雅 金 等 人 首先 把 最 大 值 原理 作为 
假设 提 了 出 来 ， 不 久 就 给 出 了 严格 的 论证 ， 其 中 包含 一 系列 的 
定理 ， 涉 及 的 数学 河 题 很 多 。 稍 后 ， 在 1959 年 , 罗 宋 诺尔 Ro- 
zonoer) 用 增 量 法 对 最 大 值 诛 理 提供 了 一 个 浅 近 的 证 明 ， 和 要 
的 铬 学 知识 较 少 因此， 我 们 采用 的 证 法 基 以 增 量 法 为 主 的 ， 

鉴于 最 大 值 原 理 比 较 复 灶 ， 为 便于 理解 起 见 ， 我 们 乐 取 妇 
下 的 讲法 ， 先 就 简章 情况 用 古 惧 变 分 法 给 出 形式 上 的 和 绪论， 继 
用 墙 量 法 予以 证 明 ， 然 后 研究 比较 复 末 的 情 泡 ， 

2.1 积分 型 最 优 探 制 问 题 

тел АЯС 

Ее ГА ш mp 
в ЫЬ ао с a= 


Е IA S пи BJ. RI ЖЕ ВЕЗА Ir Ve РА 
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J = f FOX,s, Ddi (3—92) 
rn 


其 中 
xm 一 一 状态 变量 
Batto, 一- 输入 变量 或 控制 变量 
Х Дх, 6х, 为 分 量 的 * 维 状态 向 量 
z PA # z, DA EH 到 维 控 制 向 量 。 控 制 问 
量 是 受到 约束 的 ， 约 柬 条 件 为 
# Cf) ey (2—3) 
Жо яп) 作 为 元 素 的 * 维 函数 空间 中 的 一 个 闭 集 ，. 上 式 
ЯЕ ут ПЕГЕ Н НЕЛЕ ВАУ Н уос. ОДЕНЬ (2 一 
3) фе ЛЕ ЖК ЛАР ҮРЕ ИНЕ, EN aA r E m, 

Ж ЛЕНИП Е, AAM A pe И ЙЕ Ae et, 
EZA (2—2) RREME УТА uni А ЭЗ ПУ re 
制 问题 ， 而 控制 #* (т) Пу ЕРЕ ТИ Н БЕЯ, пир PKS: Lt 
ШЕ 

{ПЕ ЖҮ A < bD ЖЕ Ж, MEATA JE PU Я TF 
(2—3) ， 把 它 看 成 一 个 条 件 极 秆 的 变 分 问题 ， 用 拉 格 有 明日 
ЖКК, ВЗИРАЯ. 

MP TER ЇЙ ЖЕУ {Өй i BJ A, ТЕТЕ J, ШГ: 


J, = 广 人 g | Ё) r PDG CSI Жу, 


Ноу» TIE S — ХДУ | (9—4 у 
ОТЕ 
ЕЛИНИ Р — aie 


Н = Р(х» се, Жаз Жуба Яну Ë) +У ГАЛИЛЕО 


дуу. Ша) = у l (2— 5 )} 
П (2—4) 可 以 写 为 
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Һ= J Ra (2—6) 
把 x,, s. р, ЖЕШ БЕП АЕК, УҢ УЯНУ PK ha Jy, Afa 


= d — . 

Hs; -yy Ha = 0 + z = 1, a Ë (2—7 > 

H еа Hi = Ü, #= ( 2 — 8 ) 
ñi di 7 Н;, = a 二， 

H == H; = 0, =l,» (2—8) 

jim; FF ж, С + ї 一 + . 9 


将 百代 入 上 列 各 式 ， 性 虑 到 Н AR AM s, RA 
H-0, НР 0 《2 一 10) 
并 稍 加 整理 ， 便 得 


Ë, = ~ Е (Р + УА), =l, A (23—11) 
рел 


уе t — le, # ( 2 —]2} 
д, : 、 | 
Pa + b A) = Ü. ¿-: 1, уН (2—1) 
s=! 


其 中 方程 (2 一 12) 就 是 原先 给 定 的 状态 方程 ， 这 无 需 解释 ， 
方程 (2 一 11》 和 (2 一 13) 是 新 的 ， 很 重要 ,利用 这 两 个 方 
程 ， 结 合 在 上 上 … 节 得 到 的 方程 (1 一 23) ЯП (1—24), Ж 
能 对 扬 论 问题 的 解 提出 合理 的 假想 ， 

在 介绍 我 们 的 假想 之 前 ， 为 方便 起 见 ， 再 引进 一 个 男 数 


HX, P,e, = РОХ, а, + У b f X, а, 0) 
3—=1 
= FX gt + PTX, Wt) (2—14) 
其 中 PORLA o рТ ЯК, ЖН Ж 
Жу, Е БНА ЕНА 
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R= H-P (2—15) 
Аа ЖИЕ EW OB Н, (Ерт X. nfn (2—11), 
(2—12) Ж (2—13) 改写 为 
_ a1 


ф, = ‚ i (2—16) 
Әх, 
alij ! 
= әр? = 1,2,9,2 (2 —17) 
s = Ü, ГЕ 1, Zy tty Ms (2—18) 
Әд, 


作 好 了 以 上 准备 ， 下 面 分 两 种 方案 提出 假想 ， 
1. 最 小 值 原理 的 假 和 起 ”为 方 合 起见， 将 上 节 的 方程 С 


—23) 重 写 如 下 
i Р д к _ д 
ача (X. D (E) S KDIS —-5/- 
(2—19) 


Т0 КЇ PA ai. ETRAF bs 1: S B) Tr PR DE Bi ez ИНЕ hi [nl 
题 的 一 个 模型 。 所 以 ， 上 节 得 到 的 全 部 结论 在 此 都 是 适用 的 ， 
因此 ， 方 程 (2 一 19) 是 运用 的 ， 且 蛋 地 说 ， 它 应 访 和 《2 一 
16). (2—17) 或 (2—18) 中 的 某 一 个 方程 相 一 致 。 

仔细 分 析 比 较 一 下 方程 (2—14, (2—1) 和 《2 一 
19) AER, iR 


- 9 要 
Rs ( 2 一 20) 


的 话 ， 那 么 方程 【2 一 19) Æ 


min H (X, P.,z, t) = — 2 (2—21) 


就 与 方程 〈2 一 18) #-— 32 Y. KEJE (2 一 18) 所 表示 的 


= 
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RE EHRE: 的 函数 时 求 林 的 驻 点 ,但 它 实际 表示 的 是 求 
玉 的 极 小 值 点 ， 因 为 原来 的 问题 是 求 泛 曙 (2 一 2) 或 《2 一 
4) КАМЕ. 

ит Ер, FE (2—21) Ш (2—18) 包含 的 信息 更 多 
и, ТО НД, ЛИНК Н КАЛМ, WB E RE ZJ 8, Н 


Аа 27), за и Ж АЕ ОНЕРИНЕ 06546. 


但 另 一 方面 ， 由 古典 变 分 法 得 到 的 方程 (2 一 16) 却 是 计算 
Р) 的 依据 . 
综 上 上 记述， 就 可 对 最 优 控制 问题 的 解 提 出 以 下 的 假想 ， 
(1) 最 优 控制 关 必 然 使 哈密 顿 画 数 只 取得 最 小 值 ， 且 


ARE EL ( 3—22) 
H ot : 
(2) 恋 量 XX 与 了 满足 下 列 的 方程 
ч Е" (2—23) 
P; = 一 on -, £=], 8 (2—24) 
дх; 
х їз їл РР ЛЕЙ РА Н В ДМЕ, Or EAU ДЕЛ ОЙ НЕ 


2. MH КОНИЛ (1 一 24) 


max CHEX, D РТО) СХ, z, D A 


Жн] БАЙАН X F KB КИН АБАН, < phi m yr ED ТЕ 
纲 讨 论 ， 在 此 就 不 著述 了 . 

以 上 的 讲法 只 是 形式 上 的 ， 昌 的 在 于 为 后 面 绰 路， 不 能 看 
作 蚌 关于 最 小 伍 原 理 或 最 大 值 原理 的 证 朋 ， 

2:2 一 般 化 的 最 优 控 制 问题 

在 研究 过 程 中 发 现 ， 照 下 述 方 式 提出 最 优 控制 问题 更 为 有 
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Ж. 
же e z 阶 系 统 
x = X, D, X (f = X i=l, eA 


(2—25) 

这 利 方程 (2—1) —#, MEKAS: ПЕ W JÉ 2:J 18 Ж 
# (2—3) 

z (t) € Q (2 —26) 


的 容许 控制 中 确定 出 一 个 控制 МОҢ ЧУЛ PEZ PR 
[= Yee (t) (2—27) 


ҢА ЛУЇН. A e E i — А I HE IK у АЙ. 

由 方程 (2 一 27) АЈ РЫК НЕЙИР. КП 
的 c ER ВТЕ, n 是 终 上 所 时 刻 。 祝 终点 时 刻 记 是否 给 
定 ， 终 态 хп) 是 否 受 限 ， 这 个 问题 又 可 分 为 各 种 不同 的 悄 
I, 

Ae ГӨ] ДЕ ПИ] ИНЕ p g L Y S R — Bt, CE 
W£ AHAA AA FI ГАК m. A Dj 16 BH HH 
下 。 为 简便 计 ， 在 今后 如 不 特别 说 明 ， 总 假定 控制 二 受 有 由 好 
fF (2 一 26》 给 定 的 约束 ， 

1。 景 如 控制 问题 “给 定 * ИА 

х= (Хн, 1 (2—28) 
现在 的 问题 是 ， 需 要 从 容许 控制 中 确定 出 一 个 控制 z*， 能 在 最 
短 时 间 内 把 系统 从 给 定 的 初 态 X, 转移 到 给 定 的 终 态 А.. 

下 面 把 它 化 为 一 般 化 的 最 优 控制 癌 题 ， 引 进 一 个 新 的 状态 

ЖЕШ x, GO, А> 
žal, wth) =0 


由 此 有 
і 
Е 14#={— # 
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借助 这 个 新 的 状态 变量 ， 就 可 以 这 样 来 提出 问题 ， 给 定 一 个 
(+1) 阶 的 系统 

sfin, 5), j=],=-,#+1 
其 中 

了 
需要 从 容许 控制 中 确定 出 一 个 控制 xs*， 将 系统 从 给 定 的 3) 态 
(X, 人 转移 到 终 术 (ХА), AT 所 是 可 蛮 的 ， 并 使 性 能 指 
Б Р 


J = У гохе, “кү Гы (e; = 0, 但 Eat = L) 


联 极 小 值 。 这 就 属于 一 般 化 的 最 优 控制 问题 
2， 积 分 型 最 优 控制 门 题 ”这 个 向 题 已 在 前 面 2'1 讲 过 ， 
不 再 重复 。 现 在 来 把 它 化 为 一 般 化 的 最 位 控制 问题 。 优 前 例 ， 
引进 一 个 新 的 状态 变量 如 下 : 
х= РОХ, я, E), Xen (2—29) 
由 此 有 
xa = | FOX, а, 47 (2—0) 


这 样 一 来 ， 原 来 的 问题 就 变 为 ， 给 定 - -个 (+1) ВЈ 
fiK, z. D, х1) Xa Fal, e, Atl 
其 中 
Л.С, 8,1) = РОХ, w, D), x. L (2 = 0 
需要 从 容许 控制 中 确定 出 一 个 控制 #*, ЖМИ ЕН 009 Ж 
TE 12 Р 


j =, сох (t 2 = x, CF) (Hr £; = 0,48 ce ы 
一 1 


(2—31) 


— 289 — 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


Ди ЛМЕ, ER, AET AE hiba kE SU Dam Т. 

23 最 大 值 原理 

现在 要 以 定理 韵 形 式 给 出 一 般 化 最 优 控 制 问题 的 答案 我 
们 先 设 终点 时 刻 志 是 醒 定 的 ， 终 态 XO 完全 自 出 ， 不 受 任 何 
约束 ， 然 后 表 拒 所 得 到 的 结果 推广 到 [Ер Ж X Ga Н? 
末 条 性 的 情况 . 

在 陈述 定理 之 前 ， 除 给 定 的 系统 状态 方程 

х= СХ, WD х) = Xia Sl, 《2 一 32) 

之 外 ， ве = Русте, 的 方程 


- -人 5527 . Sus sa. 


S PEIE (2—33) 
我 们 称 站, …: 加 为 共 态 变星 ， 记 以 A Aow E 6 ЖК О) 
Р), 称 方程 C2 一 33》 为 方程 (2 一 32) 的 伴随 方 各， 
要 选 定 了 一 个 容许 控制 x ， 并 且 才 方程 《2 一 33) 解 出 
了 相应 于 С) БЕЙИ R ЕЛИ a FA aR Ха), EIRA 
方程 (2—33) 。 刚 得 


Per -y — "ч.0 foe РМЧ = = ¿Gs 
=], (2—34) 
这 是 一 个 齐 次 线性 徽 分 方程 组 ， 其 解 是 唯一 的 。 方程 组 (2 一 
34) 的 解 ， 称 为 方程 组 (2 一 33》 相应 于 所 选 控制 z (Q) В Pb: 
XG) 的 解 . 
НЕВЕ РЕБЕ, А и 利 i ЁРЕ ФӘН ЯД 
F: 
H(X,P.z, t) = Ж A f CX. z, t) (2—35) 
ЖЖ, ARAR TB Jy BC 2 —32 f (2—33) У 
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БЕ ETEF (见方 程 2 一 23 和 2 一 24) 


а= 98, жэн (2—30 
if | 
и е с 


这 样 -Ж. BEEE- Ar h ztt》 之 后 ， 就 能 求 出 
满足 方程 (2 一 36) 和 初始 条 件 
A ХА, Ср sx CE = ху) (2—38) 
的 相应 轴线 Ха), Ж (ОЯ Ха) 代入 方程 (2 一 37) ， 就 
能 求 出 满足 方程 (2 --37) 和 终点 条 件 
Pett}y= -С А) = е) (2—39) 
的 相应 于 OH XAR РО), HTE- Нур ғ, 24 
X (OM PORRER Em. BAH yka H EE s HAR. 
Lt Л: 0 ERREA M(X, Р, ғ), Вр 
МХ, P, D = max H(X, P, z, #) (2—40) 
хє {2 
FEA, 1501 РЕА Бра НР L RAE 68. 有 
ТКН, MEAR MPZ RIA г, Pj. #@ 2 ХО) 自由 
BJ — ЖИ ПИӨ] АЁ АУА У л T НЕШ, 
定理 1 设 #() 是 一 个 容许 控制 ，X GO ДЕШЕ T z Ct J 38 
8, PORMAT ОНХС) BJ S aB. M] OM ХО 
为 最 优 控制 z" Cy UE В X * о) [у DO ЖЇР. 

ХР 29: 04 81 (2,22 上 的 每 一 个 + {Н. WAFER 4 的 好 
ЗН (X (0), PGD, g, {кд аас) 处 达到 最 大 值 ， 凶 
H(X G), PO к, MX, P, E) 

(2—41) 

K TE ЙН) EDARAK H iS p] КІН, ТЫДА 

RE, AEE CH ЫА, PERA, Хш pf ФЕ 
表达 为 最 小 值 原理 。 
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关于 这 个 定理 的 其 体 应 用 需要 如 以 说 明 。 在 解决 实际 的 最 
优 控 制 问题 时 ， 利 用 方程 【2 一 41) ， 求 是 的 最 大 值 点 ， 就 到 
UE (0 Жл X., РО) M г BARG 


eD = (ХС), РС, 1) (2—49) 
ЖЕ KA EM) (2 一 36} 和 (2—37), ФЕ] ол 个 方 
程 ， 
== AX OAO, PO, DA, 
=], 0, # (2-—43) 
_ ӘН _ VIRX, sX a), PU), D. 
b; : TR = 0 жол алш рь 
= 1,5,8 (2 44) 
ЕЖЕ нА, Вр х, рр. WAAR F, 
ЗЕРО) BJ z 4 9136 3 PF 
ХР) = ху» 或 X (t) = Ха {2 — i5) 
关于 P (p Вт TAAA 
b Ch) =— 或 РО) = — CÇ (2—46) 


HEUER ЕР — BJ. ЮЫН, 15554117 BS Ka 3 Л {Н aj En. 
EE EJE Z. S OB 2 B| ТГ. 
1 给 定 二 阶 系统 


з= x +s, xw (0) = 1 (2—4ү) 
х,= Хх, х,(0©)= 0 (2 —48) 
其 中 纯 量 控制 #G ЁН ЗЕ 
ES (2 —49) 
现在 需要 找 出 最 优 控制 x* (fy ， 使 系统 在 终 配 自由 的 情况 下 使 
FE BE TB PF 12 PRI 
I=x<,C1) (Вр ¿= 0,¿z,= 1) (2—50) 
取 极 小 值 ， 
Е MHEIL, ZHARAR H H 
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H=p {tx F 8) thx 

由 此 得 共 柱 变量 的 方程 ， 即 伴 沽 方程 
Ё = -2E =P, P: 

ан 


Ё, = Әх, = 0 


根据 条 件 (2 一 46) ， 可 得 上 到 方程 的 终 战 条 忻 汶 
而 【123= —2 = Ü, p. 1) = —z,= —1 
AX FF 3 RN НГА rh 
by Pp C e 1 
现在 利用 最 大 值 原理 ， 为 使 变量 # HAR HEARR (2 一 
49) 下 达到 最 大 值 ， 显 然 应 取 
и) = signp, (t) 
H|) 
+1, 54 A G22 0 
1-1, 34 A. (D< 0 
当 p GO = 0 FJ. 50) RAE. 但 从 声 芍 的 示意 图 《网 图 
5—4) 可 见 ， 在 区 间 [0,1] L 


Б.С 0 
H LA РУ ҢА 
#(#у = —1 
БАА АЗАК ЈЕ, 19 
到 
1 
х0) =1 
у=; 
х„(0)= 0 
不 难 求 出 其 解 为 图 5 一 4 


х) = 27 1 
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х.) = ~ 26 — F+ 2 
由 此 可 求 出 
J=x,{1)= —-2е +1 
就 这 个 例 了 于， 下 面 说 明 两 个 问题 ， 

(1) 电大 值 原理 是 必要 和 条件 ， 并 非 充 分 条 人 忻 。 由 此 得 到 
的 解 是 否 能 芮 使 性 能 指标 和 泛 图 j 到 极 小 值 ， 还 需 进 一 步 判 定 . 
就 本 例 说 ， 这 是 不 难 做 到 的 。 因为 z G = 一 1 是 # 所 能 取 的 最 小 
值 ， 而 # 越 小 ， 从 方程 (2—47) 可 以 看 出 , x ЛН x,(0) 
=1 FERAH, MAX (2 一 48) 可 以 看 出 ， 人 性 能 指标 泛 
到 

}=х,( 1) 
的 值 就 越 小 。 记 以 ， 本 语 的 最 优 控制 问题 的 解 是 存在 的 ， 其 最 
T PE 1] ра ЖЭ; 

(0) = -1 

m 5, ПЕН НЕЕ ДЕ УО, ЕЗИ] E НЕ Bedi; 3 mil [o] 88 BJ 8 

存在 , 酒 由 最 大 值 原理 求 出 的 控制 又 具有 一 个 ,那么 显然 可 若 ， 
此 一 控制 威 是 最 优 控 制 。 实 际遇 到 的 问题 往往 属于 这 种 情况 ， 
有 时 我 们 就 不 特别 加 以 说 明了 ， 

(2) 这 个 例子 比较 简单 ， 可 以 直接 解 出 来 ， 稍 复杂 一 点 
HARRE. s 的 取 值 要 决定 于 和 和 了 ， 而 训 和 了 的 取信 友 过 来 
又 决定 于 #。 这 时 常 要 用 试探 法 求解 。 再 复杂 一 点 的 问题 往往 
就 不 能 用 解析 法 求解 了 . 

2-4 定理 1 的 证 明 
证 明 的 思路 是 ， 邻 最 优 控制 x* (获得 变 分 би, ЖОЕ 
J 的 增 量 J, WEJ PRAE., ШАНИ 
4];>0 (2—51) 
的 性 质 ， 科 用 反 证 法 , ЖЕЕ К {Ли ЖИЛ НЕМУ, 那么 关系 式 《〈2 一 
5D 就 一 定 不 成 立 。 这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 。 其 具体 作法 如 
Ts 
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1. ЖЕ л ЭРЕНИ Еа (已 经 求 得 , 念 ut) 
获得 一 微小 变 分 i#， 这 时 最 优 状 态 呵 量 将 相应 变化 ， 记 其 ЖЕ 
ESX., |. AHE (2—32) 

Са еа (2—52) 
可 得 
zit ĝa = };,4Х# +ӘХ,и*-- Bu, 21 
(2—53) 


ЖБП АЯН, ЈЕЗЕРА p. 再 求 和 ， 给 出 


Ул = }РОДОХ* Хаж + òn, D- fiX, gt 


{ 2—51) 
HEARNE, EH 
Г pas = f DPX aX, uttu D 


і | 


- СХ *,и*, уй (9—55) 
利 几 分 部 积分 湛 ， 有 有 


| i i (2—56) 
将 上 式 代入 方程 (2 一 55) ， 移 项 后 可 得 


` _ | š. mf а А 
$ pòs; = | Y bidxsd! 
| ta " EQ 
г | 


ШЕЛ 


+ f CC + EX, пж + ди) fi Kt, ut, 1) di 
(2 —57) 
ТЕ ЖЖ EK ЈА ba ТЕН А? 由 于 系统 的 初 态 X (t) 是 给 定 
НЧ, öx FFE, ШЕК ЖУРУУ АИА A G PF Ce) 
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网 方程 2 一 33Y , УР E ZX BJ A 


| z, š 
Ў; Bb | = У pt )8x G) — A G) Әх (to) 
ss ' fọ r 


= У — сайх Cf À 


Е _ JJ (2—58) 
КАНЕ АЛ (2—57). {ЧУ ] PJ Ei 


aje- DB baxdi- |" урод aX, s 


+ ôu, D fiX ие, уа! (2 —59) 
2. ЕЛИЙ) 利用 方程 (2—23) п E oK a B Я: 
— УЕА ҺЕ 39k E JK: 
> Ë G; -2 3f- озан о ) ёх; 
= -Fp A Bx (2 —60) 


НЕЗА (2—59) 石 端 第 二 a 
函数 表 成 
CN BX, аж + âu, i) = {ХЖ ае + üg, D) 
A У. Ә/;СХ*, #* + ди, 1) 


Jx; с 
=: 


„у уо" +@аХ,а* + Gg. P n,a 


— (X: O 


рер Ерин REET ке 
(2—61) 
其 中 人 6 <0< 1, KHE (2—60) 和 (2—61) 代入 (2 一 
59) , ## H 
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4] – J: Ур OX". ви, — fy ОХ", ве, Ddi 


= 广 Ур) СХ", к* + дар = f (X, не, 21а 
“ iq == k i 


ї 
j=l 


1 r" XFA IRN nt + ÖR, D n.a 

->j | > кы, т шш ш 
(2—62) 
基 上 了 式 中 的 藉 一 个 积分 的 被 名 因数 可 以 用 画 数 中 来 表示 ， 即 


УР, a*a Hush) — СХ", и*, гу) 
sU n Pattani = Ha pat 
ERAROS S ӧх;, ARIER, EHER TFA- Am Пр 
言 者 是 高 防 小 量 ， 将 它们 简 记 为 :， 于 是 方程 (2—62) 化 为 
d=- - | СНХ", P, ut + дз, 0) 
- H(X*, P, а*, D)di -e 《2 一 63) 
3， 反 证 法 ”为 了 征明 最 大 值 原理 是 泛 函 」 取 极 小 值 的 必 
要 和 条件; 需要 证 骨 ， 至 少 能 找到 一 个 控制 何 量 # С) дри H AS 
取 最 坟 逢 的 话 ， 员 此 控制 同 量 束 会 使 ) 不 能 取 极 小 得， 大 家 到 
ХЧ, ТЕЙ] 取 棚 小 值 药 和 茶 件 是 ， 对 于 控制 С 的 任何 微小 变 
化 ös 都 有 
Д[;> 0 (2—63) 
ЭТЕ ВТЕ Р ЇН} (Т, 的 绊 的 一 个 小 区 间 Гюл EKM H А 
Б ЕВ КЇЙ, WIFE 0 的 微小 变化 дл, Ж 
H OX *. P. et +a, f) -Н‹(Х*,Р,ин*, i) >a 
Ho i EKE Gehl 办， 而 a 是 一 个 正常 数 。 在 此 情况 干 ， 
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可 以 这 样 选择 #0), {Ш 

Гау +8#,‚ 往 区 间 Ceta 上 

ае (У, REKI otl 上 

MP P — FE i, TAJ HARRAH (2-—63) 将 为 
4] == [' ГН(Х*®,Р,„и* : ди, l) 


нұ) = 


- H OX* P st. Didit- 1 at= t) = e 
可 以 证 明 ， 上 起 中 的 e 不 会 使 不 等 式 发 生 改 变 ， 这 就 是 说 
AJ 0 
Кай, rE KN ВЕДУ ВЕЗУ, ШУРА J 不 能 取得 极 小 
B. ZMERNA ЖЕНЕНИН. 
EBH АЯ ТАЖ 


ж 


хоз ans (D rO), EN. 


Hl RARER л 5 ра Ј НААМА o Sr as tE, wE 
Ж. HEHH 3 F. 
在 此 情况 下 ， 遂 数 是 为 
Н =$ Уа DERES, +% КОГА?» 


ЖЖ л А RE RH 2 无 关 ， 第 一 项 又 汪 4 Ж, 
所 以 


Е), = 
利用 此 - 兰 果 ， 并 在 方程 〈2 一 -62) 让 代入 
Н =$ pf 


则 可 知 基 中 的 后 两 个 积分 在 此 情况 下 部 等 于 零 ， 而 
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4] = – [ CH(X*, P. s* + ёи,1)-Н(Х*,Р, zt. D dt 


因此 ， 如 果 五 满足 最 天 值 原理 的 条 件 ， 那 么 上 式 右 端 的 被 积 图 
数 就 是 非 正 的 ,由 是 E А. Am, AS HOB PB A 
满足 了 ， 充 分 条 性 得 到 证 明 。 
例 2 考 瑟 一 阶 线 性 系统 
和 еш, ж (у= 
H E PE i) Er 22 Ну 25 sh ЛЬ 
ai= 1 
需要 确定 出 控制 z(y, ЕНЕД 
J _ j | р 本 jd 
取 极 小 值 . 
解 ” 这 是 积分 型 的 性 能 指标 ， 为 了 应 用 定理 1， 需要 把 它 
化 为 一 般 化 的 最 优 控 制 间 题 。 国 此， 引进 新 变量 x; 加 下 ， 


或 
t =x х,00) = 0 

把 上 面 的 方程 和 原 方程 结合 起 来 ， 得 增 广 系统 : 
= —-ху+й, xw (0}=1 
Ху х= 59 xC 0) = Ü 

АХ Fj PE BË Të Ёл T2 РАЛЕ pk: 


ГЕСТ ВЕС е. у= 
现在 的 问题 就 是 对 增 广 系 统 求 最 优 控制 了 ， 
ТЕЙ АЖ H ри, пр 
H = b, +р, f. 


“p K = K] та) + FA x=) 


` 
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根据 最 大 值 原理 ， 必 须 选 x 使 函数 也 取景 大 信 。 从 上 式 不 难看 
出 ， 当 # 与 (如) 同 号 且 其 绝对 值 等 于 最 大 的 可 能 信 时 ，If 
ARKE, REH, WK 


# = sign р 5) (2 一 65) 
这 时 增 广 系 统 的 正则 方程 为 

ерее 

M, = — ӘН = ` 

Е 0х; ° а 1,2 
Вр 

ЭЧ {2 —66) 

хаз х 一 (2—67) 

Pi =P,” P: (2—69) 

Ё, > 0 (2—68) 
变量 x 的 初始 条 人 忻 为 

х‹0)=1, x,(0)= 0 { 2 —7 0) 
变量 了 的 终点 条 性 为 


l= —e = 0, 2,01) = —¿,= — 1 (2—71) 
KJ — P PA А АЕБ jin, ГИНЕ. 
先 解 pa TERHES ra Е PE BU ОУ 


Pki) = a 1 
将 上 式 代 入 方程 (2—60 ， 可 得 其 满足 终点 条 件 的 解 为 
A G = 671-1 
而 
1 
p- =Y 7 
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此 函数 的 图 形 如 图 5 一 52 所 
示 。 根 据 方程 〔2 一 65), 最 
优 控 制 应 为 
< ‚1 Š 
—1, Ü < < n> 
дє (P = 
+h nÉ] 


С, 5—56), ERRA 
方程 (2—51), ИҢ 
X = — x, 1, 
0 te 
r= = че, 
Pil 
其 中 6= ln。 利用 初始 条 


fFe c0) = 1 可 得 头 一 个 方 
程 的 解 为 图 5 一 
m = ле е, 0 < 0 


当 1=60= in 坟 了 时， 有 


x (0) = — 1 
将 它 作 为 第 二 个 方程 的 初始 条 人 性， 可 得 
х= 1 -(2 = кеч, TAPA 
因此 有 


к= 0 << 8 


ху) = | : 
[1-{2-+) T” а ОА А 


将 x*() ВЕКА (2—67) ， 给 出 


= Ü] == 
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1 


де”? - 本。 0 = t= B 
ГЕЯ A ЖЫ ü= t= 1 
由 此 得 性 能 指称 泛 函 的 值 为 


x1) = f (267 а) J e 
-jen | 


Ë 2 
= = £ _ 1 


为 进行 比较 ， 可 以 算出 一 e #- -1 BF, TEB8ETS 4 ZZ bB 
的 值 为 


га 
n. 2 0. 45 


al F ] 3 92 
“= графо L — РОВЕР | 
x. (1 ) ЖЕ hdt Е 22220,76 
一 直 取 #- 1 Н}, EH 


Жу ` 
x, (1) = J | (1 一 yidi 2 + 
它们 都 大 于 0.45， 由 于 只 有 一 个 畏 数 к) 满足 最 大 值 原理 ， 
报 据 问题 的 实际 情况 ， 可 以 判定 它 就 是 展 优 插 制 。 
25 两 个 定理 
鉴于 积分 型 最 优 控制 问题 用 得 较 多 ， 它 的 求解 虽 可 化 为 -- 
般 化 最 优 控 制 问题 进行 ， 但 不 方便 ， 所 以 我 们 也 把 它 写 成 烘 班 
的 形式 ， 
JETER., MESE 〈 见 2:1) 提要 复述 如 下 ， 
积分 型 最 优 控 制 问题 ”给 定 s 阶 系 统 
Si СХ, й), mw; (h) gs ial, e (2—72) 


ЖЕЕ БЕ1Е PF TZ РА 
J f F(X, s, Ddi (2—73) 


T ЖЕ УЙЛА ПЕ ЁТЕ Ж ВЕ 
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ER (2—74) 
的 容许 控制 中 确定 里 一 个 控制 #*, А J BOE FA. 
通过 把 它 化 为 一 般 北 的 最 优 控制 问题 ， 应 用 定理 1， 就 会 
2: ИЙ УХ НУ BJ WA Г WE ВА ЖК УУ 


HX, Pgs1) = — F(X, ш, 0) 1 > b f CX, u, 1) 


il 


(2—15) 

而 伴随 方程 为 
= - ЭЕ, і = 1,5,8 (2—76) 

其 终点 条 件 为 
Чу) =0, i=l, 2, (2 —77) 


ТЕШИБ F, Ff: al p ЙЕ Pn. 
定理 2 нб) 是 一 个 容许 控制 ， ХО) 是 丰 说 于 =й) 
RAR, POET О Ха) 的 共 态 变量 ， 则 кй) 和 
X (中 为 量 仿 控制 не) 和 最 优 轨 线 O 的 必要 条 件 古 : 
АРЕ Ж НС» 1 上 的 每 一 个 1 i, HELA (2—75) 
给 定 的 ， 作 为 变量 z 的 函数 日 (XO, РО), z, D 必 在 点 а= 
z (D 处 达到 最 大 值 ， 
но, АХИУ ББ РАНУ ЛМЕ РА 
EHA. AE, Ера 


НХ, Р, я, = F (X, z, 1) 2 5, f, СХ, z, D) 
(2—78) 
则 得 下 面 的 定理 . 
定理 3 фол) 是 一 个 容许 控制 ， 芝 (DD JEDET z (D 
ВЛЕ, РО 是 相应 于 s1 和 ХО) Hiet, HJ z (O 
和 XG) 为 最 优 控制 sx ПО) ЯШЕ АЕ XO 的 必要 条 件 是 ， 
对 于 在 区 间 Get 上 的 每 一 个 值 ， 由 表达 让 (2 一 
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78) 给 定 的 ， 作 为 变量 # ВОВ Н(Х а), РО), и, O ТЕҢ 
x# =#tfi 处 达到 最 小 值 ， 

由 表达 式 ‘2 一 78) 给 定 的 函数 互 仍 称 为 哈密 顿 函数 。 H 
较 (2—75) 和 (2 一 78) 两 式 可 以 看 出 ， 只 是 F 的 符号 改 了 ， 
后 面 的 符号 没有 改 ， 原 因 和 何在 呢 ? 因为 把 这 两 个 哈密 顿 函 数 分 
别 代入 方程 《2 一 76) 后， 其 满足 终点 条 件 (2 一 77》 的 两 个 
解 正好 是 到 号 的 。 

定理 2 ВНР Н (2—75) 取 最 大 值 ， 定 理 3 
的 中 心 内 容 是 函数 互 〔2 一 78》 取景 小 值 ， 所 以 相应 称 为 最 大 
BERENE JERE, 

例 3 分 别 用 定理 2 和 定理 REM? 的 最 优 控制 问题 ， 

ВЕ 应 用 定理 2 ， 依照 表 达 式 “2 一 75) 作 哈 密 顿 函数 


H--F+y pf 


` 


й 
= -(х,--—) + фс x, + #) 


= (TD x +(д ++) 


H H; aJ НЕРАЛ 
Ë, = — — =), + 1, K 1) = 0 


其 解 为 
p G) =e] 
根据 最 大 值 原理 ， 为 使 日 取 最 大 值 ， 必 须 令 


X= sign( р, F >) 
= sign( ee! >) 


HEAR, СЕНА 2 中 的 完全 一 样 ， 以 下 的 计算 也 和 倒 
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2 相同 ， 就 不 重复 了 ， 
#2 应 用 定理 3， 依 招 赈 达 式 《2 一 78〉》 作 哈密 顿 函数 


H = F + b f 
= х tAos +) 


= t s д хока 25) 


由 此 可 写 岂 伴随 方程 
p- 3H 


a Pi #,\1)= 0 


其 解 为 
AORE 
J ha А Е Е, У Н Две А, S R 
# = 一 sign{ p,— z) 
= = sign(—- 一 = 


= sign( ee 一 >) 
HERH, АНЯ Н ИЕА {ИЮ ЖЕ ИНЕ в — Р, 39 
它 代 入 状态 方程 所 得 到 的 解 当然 也 会 相同 。 久 下 的 计算 和 照例 
2 进行 ， 在 此 就 不 多 讲 了 ， 

从 上 便 可 以 看 到 ， 分 别 用 最 大 值 原理 和 最 小 值 凉 理解 出 的 
HERE p, G 正好 是 相互 反 号 的 ， 这 证 实 了 我 们 前 面 的 论 
断 。 又 直接 用 定理 2 或 定理 3 求解 积分 型 最 优 控制 问题 比 把 它 
化 为 一 般 北 最 优 控 制 问题 来 求解 要 简便 些 ， 宜 于 采用 ， 


第 三 节 ”状态 变量 右 端 受 限 的 情况 
上 上 -- 节 讨论 了 终点 时 刻 4 轿 定 状态 变量 区 右 端 自由 的 问 
一 $00 -~ 
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题 ， 这 一 节 将 讨论 终点 时 刻 志 固定 得 状态 变量 4^ ж йа e B+ BJ lp] 
题 。 在 此 局 况 下 ， 世 大 值 原 理 和 最 小 值 原理 依然 成立 ， 但 到 态 
变量 的 终 扣 条件 有 所 变化 ， 

设 在 上 节 讨 论 的 一 般 化 最 优 控 制 亲 题 中 ， 状 态 变 量 右 端 带 


有 约束 条 件 

PRY 0, k=l,- b [Їп (3—1) 
处 理 此 一 问题 时 ， 可 用 拉 格 朗 日 王子 法 ， 将 原 有 素 的 性 能 指标 泛 
ИТЕ ЛЕУ] 

2 cx; CE) + 2 kg LX GDI (3—2) 


КҮТТҮ KREM, KARA ( 3 一 1) 得 到 
WEHR, R (3—2) 与 原来 的 泛 攻 (2 一 2?) 是 相等 的 . 
Жі н 3—2) 和 上 节 的 定理 1 ， 现 在 的 门 题 芒 能 解雇 ， 


{ЛА PR ДЕ ДЇР 

(DER (3==8) 
的 杜 何 控制 x CD 为 容许 控制 。 把 任 一 容许 控制 的 代入 系统 
状态 方程 

Ri E), iale” (q == 45 
甚 满足 给 定 的 初始 条 人 性 

Аел, = и 
ІЯ 5 29 ЧЕ 36 tE 


PLA GI) 0, ё=1,-е,[/ 
АЈДА (D Ж ОШ T 1 ЖЕП ли) iR, Je СО ХО) {ЕА 


[ЕЛ E 
се H(X, Pra, D 
Әх; 
--у- =”, no i=l, (3 一 61 
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其 满足 如 下 的 终点 条 性 


了 

y ы — 

тад = =h «+ Di (з—7) 
上 .二 | 


的 解 P() 称 为 相应 于 * 和 ХС 的 基态 变量 。 在 方程 (3 
一 6) [+ Р НО, a Wa W h pq 39% ; 


O = У ЫС а.) (3—8) 


ДРЕ Э, ЛОГ Te M yy, F Pat CSR ET Æ 1 mW 
И} ЖАЛ F; 

定理 4 说 #f 是 一 个 容许 控制 ， 庆 二 是 相应 于 z (gO 
HHR, Pio 是 相应 于 0 ХОЗЕ, E Q G) 
和 XO BERETE I 2 I hq a Te EC h БС 
级 ， 其 必要 条件 是 ， 

对 于 在 区 问 [bt 上 的 每 一 全 让 值 ， 作 为 变量 eR [рр] 
Ж HIX (O), РОУ, в,1) Фра ну УА Арин, Кр 

HEX, P, m Л = МОХ G, P.t (3—9) 

由 此 和 看 出 ， 定 理 4 BE y HSN РО) 的 终点 条 件 由 方程 
(3—7) ġa E сані 的 由 方程 (2 一 39) MENER 
$h. WI OG FE, 

证 明 仿照 定理 1 EAA, СК ра (3—2) 的 增 
H. i #(t) 获得 一 微小 变 分 ди, M XORI, H 
变化 为 8X, HET RHIA (5—2) 的 增 量 为 


i a и Эр, | 
2] = 2, сох) + > Y IEY Os Ca) 
„= | =i ¿=l 


[人 
1y У. о. ‚ах; ИИ: 


Е 
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i 2 š сэш; -Jos 


1 PEXU) + OX (11.  、 

T > 站 Or ON] 
其 中 0 <бс1, ABARRE (3--7) , FEWER H 
最 后 一 项 为 e, Mj {ЕУ 


41- – 60а) + = 


п г, 
ü - Ух (t). С CV öx, (д) = 0) 
t=! a 


(3—11) 


Ў, pix е (3—12) 


将 上 式 代 六 方程 《2 一 -57) ， 稍 加 整理 合 得 


== и. ТОИР _. _ ` ‚ | В 
JJ = ГУ рома f nor +аХ,я 


ПЕ! 


二 本 和 一 了 人 (C a— 12) 


拿 它 和 方程 〈《2 一 59) — Н, SEYA, ERE: 25 Y — ш 
e' 外 ， 两 者 无 其 它 差别 (那里 加 有 星 导 ， 这 里 没有 加 ， 含 光一 
HO. TMA e 的 表达 式 不 难看 出 ， 它 与 方程 〔2 一 63》 中 的 #8 
有 相同 的 数量 组， 因此 可 以 和 AFEK- EH E, хр — 
来 ， 以 下 的 证 明 就 同 定理 1 一 样 了 ， 不 再 重复 ， 
例 1 有 下 列 系统 
Ë, = Xy x (Ü ) = 0 


„= x, 0 2 = Ü 
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Куз Б, x 0) = 0 
Г у, x Ç 0) < 0 


其 终点 状态 的 约束 条 件 为 
人 了 二 二 
上 面 的 方程 在 四 维 空间 中 代表 一 个 三 维 图 形 ， 就 是 说 ， 系统 的 
终 态 不 目击 ， 限 制 在 这 个 三 维 图 形 上 上 了. 
现在 的 问题 是 楼 确定 出 xf 的， 使 系统 在 上 = 0 HARAR 
19, Æ t= 1 时 到 达 上 述 三 维 图 形 上 ， 并 使 性 能 指标 泛 隆 


J =Y eri( 1)=%(1) (== = ф,,= 1) 


r=1 


取 极 小 值 ， 
W ARH, 


Н Sp x T x + by fet > pa 


由 此 得 伴随 方程 
Р, = 0 


pr _}, 

Ë = O 
根据 终点 条 和 件 (3 一 7，〉》， 有 

BD =| e ¿+ P 
ЖАРА ЕЕ А 8 J. /=1, WAI л, З ТЕА. E 
上 式 中 代入 相应 的 值 后 ， 则 得 伴随 方程 的 终点 条 件 

plY= —2)x (1), PAT)= —24х,(1), P X 1)= 0, 
A. Ç 1 ) = =] 

由 此 可 解 出 

РЧ) = -1 


= 309 ~ 
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Wa АА Н, T 
Ji = b +р,х, P Ah, = Ез g? 


AXEZ #0) AMERS AA 


oH _ 
` j G mk 


可 求 出 符合 最 大 值 原理 的 控制 为 
нер, 
将 上 述 结论 综合 起 来 ， 求 最 优 控 制 和 最 优 轨 线 的 问题 就 变 
成 为 解 下 列 的 两 点 边界 们 问题 ， 
R Xa x< (0) -0 
жыны жүр = 3 
SPa жү U y s Q 
f= 0, АС1) = -—2Дх,(1) 
B= - р, Р. (1) = – 240,01) 
B= -$a P| (01) = 0 
Е ЖАКО Ж. АЈА FPE, = Е. 
НАНЕ А, HEA 4 ЖЕ 
хї(1)+х(1)› = 1 
所 以 方程 的 解 是 确定 的 ， 不 过 ， 想 把 它 具 体 解 出 来 ， 却 是 困难 
的 ， 因 为 终点 条件 韭 线 性 ， 尽 管 六 个 微分 方程 都 是 一 阶 闪 系数 
线性 的 ， 
现在 来 讨论 一 种 重要 的 特殊 情况 ， 即 某 些 状态 变量 的 终 态 
x QO 完全 固定 的 情况 。 设 其 中 头 ”个 状态 变量 的 终 态 是 18 
м, ЖУКЕЛ ЈИ ДЕРЕ. ВАЕ “3 一 1) Ж 
PLA DJS хь) sÀ, E=], 7, t 


(3 —14) 
иар: 将 它 代 入 方程 《3 一 7 )， 得 到 在 此 情况 下 
ДЕ ЖЛЕ а E PF 2 
一 316 一 
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CO (рд), £=], f 
£ 

GC) = — c, PSEri, A 
经 然 涉 ?个 状态 变量 的 终 态 尚 定 ， 它 们 在 性 能 指标 泛 溺 眶 中 日 
ЯК Аз ж НЩ. 这 利 味 者 ， 对 应 于 这 些 状态 变量 的 常数 和 等 本 
2. 所 以 最 后 得 

A: = À, E= lee,” (3—15) 

В) = =r, ї=к+1, ( 3 —165 
ШТА d E Н, UEA ap 个 重要 的 结论 ， 考 状态 
变量 <; 的 终 态 固定 ， 则 与 之 相应 的 共 态 变量 户 ( 的 终 态 Н 
H, WO Ph, SZ, NAS S 则 与 之 
AH PER iE 5 ER O ШЕШЕ, ШЕТ 

Pj 2 设 给 定 的 系统 为 

|= # 

ERFA 
fE it-0 AEEA 

0 
在 1=1 村 的 终 态 为 

х1) = х,(1) = 1 
现在 需要 确定 出 最 优 控 制 z, 和 z, FOR D PS х, 和 х„ {ШЖ 
统 从 +=0 НИЕ гет {ч Б, ЭТТЕ ЕЕЕ EFT ра 


га] 
J = | fx а#;) dt 


取 极 小 们 ， 
解 ” 这 是 积分 型 最 优 控 制 问题 。 应 用 定理 2 TEbPS 2 
H = — (x +t Hi +р,#,+фр,\х + g.) 
[H 1! пр 5 tH fF ЕН Jr ë 
Hahl 
Ё,= 0 


= 11 == 
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由 于 х1) 和 х„(1) Жр Bd yE BJ. b 01) 和 2,41) 没有 
约束 条 忻 ， 因 此 得 伴随 方程 的 解 
p= a 
Pb = (1-— f Ё 
其 中 常数 “和 5 需要 根据 另外 的 条 性 来 决定 ， 现 在 分 三 种 情 
况 讨 论 如 下 . 
l, #, 和 z, ЖИИ ЕР 
由 于 函数 
H= Cy 82) + рч b, c + иу) 
对 š, 或 z, ПЕЕЛЕ АРИМ, MAS 
aH Ән _ 0 


дя, дй, 


时 取得 景 大 值 。 由 此 从 
— 2#, tp = — 28, Pp. = Ü 


W IH 
u= £= FEA- At + 
Pi_ 4 
"5 š 
WU Б КК A ЯУ, ЈРВ АКАИ АЯТЕ, nf 
得 
_1|1Т,,_ 
х = 11а z) t° кы | 
l| 1 : l p, 
s DE El- aE + n + at! 
代入 终点 条 件 xl) -x,(1) =1， 就 得 到 关于 a 和 和 上 的 联 立 
方程 
1 КС: _ 
т“ ~ а) а F 1 
1 1 
> й + 19417 4 4 了 Š 1 
一 812 一 
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其 解 为 


з=], Pa? 
由 此 得 最 优 皖 制 为 

# = 1, z, = 二 
J {А PLEK 29 


x=, +) 


MERGI ВЕ ВЕ MED 
J =1.75 
ЛЕВУ ЛП (5—6а) R, 


2. zi (D 没有 约束 ，za(D 之 六 


前 面 已 经 指出 ， 对 zx 说 ， 函 数 互 的 最 大 值 发 生 在 3 的 地 


BF. TH z 的 值 现 在 不 知道 ， ЖЛ PE W 1 看 出 а=], #,= 
L, ЖОКЕЙ, НАКН ЕВУ ЕЛЕ», = LWN, БИЖ 
我 们 取 
ы 
Ш. = А 


H Tz, ORAR, RIMER 
| =a a) + È] 


将 ws. 和 z, КЛА, HEBREERA 条 件 ， 
可 得 


Gai ht | 

3 1 т 1 
(1 — s) # l rls] 
利用 终点 条 件 ， TRMA E 


— 313 = 
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1 P _ 

和 3 чу 1 

1 ó | _ 

{50-4 вос 1 
其 解 为 

a=], Ё 5 
由 于 

Ж 7151 

2 27 4 
FARNE х. = 地 是 正确 的 ， 代 入 а, р HUL, RREAN 
уд, 

а = —(5-60 

і 
mE 

х= 2-56-30) 

_ 1 5 , 1 

шека ше ал 

үе РАС DAA 
_ 9 
J = 2 


H Ja ЕН, Ха Лр TARZ ТЄ] АЛЧА. 这 是 
SHARHI. АРИИНЕ ИША 5 一 6b 所 示 . 


3. z (D 2 0 @l u) < 


从 展 沈 2 中 已 经 看 到 ， < G) ГИН Pr hj nj R: T Ж 
JE IK P Ak, PH PI Ze oa ГУЕ H W 483 Sç X të WJ HST PE l| u 
将 了 包含 


— 314 — 
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5 — 5 


(1) # = 0 

(2) x, = 可 C- alt i> 
两 部 分 ， 这 两 部 分 的 转 抄 时间 z AES EMER., E AA E 
在 于 ， 现 在 还 不 知道 常数 a A 2 ВИЧ, РВ ЛН z, y 
该 等 于 多 大 才能 议 足 最 天 值 奈 理 。 所 以 ， 我 们 采用 的 万 法 多 少 


— 315 一 


PDF SEH "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


带 有 试探 的 性 质 。 
假设 
g . Е 
[y £ g =. 
|1 
4 ° 2 
ЖР G) 该 如 何 假 设 ， 我 们 先 分 析 一 下 ， 如 果 在 开始 - - 段 时 
间 ， 设 对 的 =0， 那 名 这 等 于 是 在 方程 
0 Са а) 


中 设 5 0 .为 了 要 在 时 间 区 间 [0,1] 上 实现 一 次 转换 ， 这 又 
RIR, асін, 因而 a 一 定 小 于 1 其 至 小 于 零 ， 以 至 а, (Р 
也 可 能 小 于 零 ， 将 这 样 的 z, ЯШ x 代入 原 方程 ， 显 然 不 能 8 
Ж A ЖЇР. ВРА 20, FEE 1=0 时 ， 有 ú>0, B 
而 取 


н.) = d — 
# ар 


z, (t) = 101-4)? 27 
把 假设 的 z, 和 z, 代入 原 方 程 ， 并 考虑 到 初始 条 件 ， 订 得 


i » 1 
x (fy = = = э b 
; 1 c] аР 0 


x, (D) k. (l — a) £ + 地 ЛА 
这 种 运动 将 - - 直 持 续 到 转换 时 遍 + ， 令 和 = 0 可 求 出 转换 时 
刻 
Ё 
T = 一 - -一 一 一 
a]l 


ЕКВ, x G) 和 х.) р 
ds р 


_ _ É = 
x (z) = аба 1)" x, (r) = — 17 + pua- 


此 后 其 制 变 为 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


将 此 控制 代入 原 方程 ， F х, (т) ЖП x. (2) EHHE, 可 得 
转换 时 肇 久 后 的 运动 方程 为 

x С) = _ 0 

| 4(a— 1)? 


3 


Е 2 ___ 0 
у= | Эт ] SECI CEES 


现在 把 终点 条 全 x (1) ех. (10 = 1 462 EK, WE HK YY 
程 
b° = 4(а— 1) 


z 3 
А эте. 


ЕТСЕ; 


E 0-5, ЗГО А 
az=] B, Ёа21,55 
而 转换 时 刻 


Á _ | 
r= y 2.582 1, ë= 220.82 


产生 了 了 矛盾 ， 著 d-o ИШ 


z = 并 Ë == 16... Ü 
9 == ° я 5 = 
而 转换 时 刻 
ы ОИ ы 
колл 
А 都 与 假设 相合 ， 
O 毕 合 以 上 结果 ， 就 得 到 最 优 控 制 和 蜡 优 轨 线 分 别 为 


(1) 当 е 
жб = 2-52 J, #, (D = — 


— 317 一 
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É 


5, 1 
— r — . — ы 
ху) =1 Dst 


它们 随时 间 变 化 的 情况 如 网 5 一 6c 所 示 . 

这 个 例子 一 方面 说 明了 最 大 什 原 理 的 应 用 ， 荔 一 方面 也 设 
明 ， 即 惩 是 能 够 用 手 算 的 简单 问题 ， 也 会 遇 到 很 明显 的 困难 . 
对 于 稍微 复杂 一 点 的 问题 ， 就 非 借 助 计算 机 或 数值 方法 求 近 亿 
解 不 可 | 


第 四 节 终点 时 刻 不 国定 的 情况 


在 以 车 的 分 析 中 ， 假 定 终 点 时 刻 二 是 圈定 的 ， 证 明了 四 个 
定理 ， 现 在 将 借助 写 经 得 到 的 结论 来 分 析 终 点 时 刻 可 变 的 间 
题 ， 

我 们 可 以 这 样 想 ， 假 设 最 优 控 制 x* (DD 和 最 优 胃 线 XX* G) 
都 已 找到 ， 终 点 时 刻 二 也 已 确定 ， 并 等 于 太 。 这 样 一 来 ， 就 可 
以 把 此 问 一 个 问题 看 作 终 点 时 刻 固定 在 太 的 最 优 控制 问题 Т. 
就 是 说 ， 对 于 终 瓜 时刻 可 变 的 最 优 控 制 ， xw* (tf 沼 样 应 该 满足 
终点 时 刻 固 定 的 相同 条 件 。 简 下 的 问题 是 如 何 确 定 终 点 时 刻 
£t, Jaye eE yC #* 的 方程 是 


HO = У h (Ха, i= 0 (4—1) 


至 于 它 的 正确 性 ， 下 面 就 米 让 明 ， 


— 318 — 
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我 们 仍 设 系 统 方程 为 
х= fX, d), = 1 
ТЕ AmA УЕ ЖЕ f 3 
PLX HIT = 0, А 1.2, í 
性 能 指标 活 表 为 


了 = ЄК; ОЁ) 
利用 乘 子 法 ， екы Ен 
[ж Ж «бә + меха 


A=] 


АТ ! 变化 б, шош 


ó) = > ciki (t) Bt, + y Ула. z; (föt, 


二 | k=] 


-Y + Dao] saya 
但 因 (见方 程 Ey 
«+ Уо = Л. 
所 以 有 
8] 


|| 
| 
Гы 
кы 
5 
= 
has 


Hl 


DHARA, | а, 


i=l 


当 A= 时 ， 由 于 本 取得 极 小 值 ， 上 式 应 等 于 零 ， 即 


АЈ = “b fe. D | < бі = 0 


i=l 


ЕВЕ 


` = 一 一 -一 ——-— hm -  9M— Tr 
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XJ 61* Eao ERAÉ РЕ Ж 


D Be fi(X ,ut, D <= HG*) = 0 
Ш КЕ ЕЖЕН, x+ плен т. B: Yr ЖЛ 
方程 〈4 一 1》， 用 以 决定 终点 时 刻 外 ， 最 优 控制 与 终点 固定 
的 情况 所 应 满足 的 条 和 件 气 全 相同 ， 
例 1 考虑 下 列 二 阶 系 统 
х= х, am U (у =й 
„=й, x,(0 = 0 
现在 需要 在 约束 
#: = 1 
ШШ ЖЕТИЛ НЕ “人 ， 把 系统 转移 到 终 态 
x, GD) = x, (t) - 2 
F BZ рє 


J = IN ЖУТ. 
BUDI. Жр k ASTM SE B). 
解 Eye Г. ҺИ НУ) 
H = – а + рх, tpt 
国 而 得 伴随 方程 为 
Р,= 0 
Ё. = — р 
因为 状态 变量 x. 和 <, БИЈЕ, НЕЛЕЕ M 
RAZAR. 直接 解 上 述 方 程 可 得 


P = а 
» | 
р. = Š at 
其 中 а, BRERA. НЕНИН = Ë 


— 820 一 
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H = ~ w+ bx, + р 

-kax + (P — 01) н 

пу — 20090708, Ж KB H LEE Di A 
(Ó 一 а) 


它 是 关于 变量 # 
„2 
К 


的 地 方 ， 由 于 # 受 有 和 约束， 常数 2.5 ИНН S SUB. RELA 
一 时 还 难于 确定 0 RSTI A, RBR ECKERT Z= 
P E: 

=h ssel #= ib- at) 
控制 eD 一 直 等 于 Ф 1 W PK PE A BB Ia] BJ B W. АКА А 
W Pa ЕТ 2 TE, MARINE 

z (t) =G am 


将 它 代入 系统 方程 ， 并 考虑 到 韧 始 条 件 ， 可 得 


ti 
J \, 
Ifar ar 
x CE) = (0 - 21) 
设 终 点 时 刻 为 1 АЛАЯ. 4h 


х.) = + bt, ~ z.) = 1 


4 
ха = i(k- с а 


В ЧИ] ЧЕ, жее (4—1› 来 确定 终点 时 
刻 ， 由 方程 (4—1) 得 


HGe --- (А-а) tax, (b) + (P аР) 


(0-а) 
2 


1 2 
же. ф— al Кын 
r Š ) 4 


= 0 
ЕЛАТЕ, J РУК xL E 


= 21 — 
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(2-41): Кас 0 
其 解 为 


b= 0, а= - 5, і, = 3 


ЖШ a Ж? а ЕШ ЕЖЕ F. SR IIS R Pt 8k $: 
Е, а, 代入 关于 #00 的 表达 式 中 ， 纷 ; 


і 
200) = та 


EERE СО, БАЕ 

ас 1] 
FAR, ПЕЛ БС Е ЈЕ А), Bi. ВЕБЕ Я 2677 
ЯҢ Ў 


而 性 能 指标 泛 函 的 值 为 
1 
36 


038, ВЕ 
解 出 的 2.2 使 我 们 的 很 085—7 
ВЕФА. ШЖ, #Ш 
Acl =з 


这 时 的 
а (0) = 1003-92) 
2 


wo 322 — 
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挝 变化 情况 如 图 5 — 7 记 示 ， 它 不 满足 约束 条 件 ， 因 此 ， 在 开 
йд — EZ IJ [š] у 

g (f) = 1 
这 样 一 来 , 由 于 在 开始 阶段 控制 等 于 1 了 ,与 原来 假设 不 一 致 ， 
常数 <a 和 ó 当然 就 不 会 再 是 2 和 3 了， 所 以 ， 还 得 根据 纷 定 
ЖҮР ИЗИ Pa 

«(0 = at) 


的 时 间 ， 以 及 常数 a 和 2 32356. REE RAR, 
最 速 控 制 系统 是 一 类 重要 的 控制 系统 ， 它 是 典型 的 终 氮 时 
肇 不 周年 的 系统 ， 举 例 说 明 如 下 。 
例 2 ЖЕ МАЯ 
= ж, 
X =H 
初始 条 人 性 为 
х,(0) = 0 
x0) = 2 
ЖЕНЫ eG), ТЕР ЕРЕ 
[#(1) | =I 
下 征 系 统 以 最 短 的 时 间 从 给 定 的 初 态 转移 到 零 态 。 
解 ” 这 个 问题 的 性 能 指标 泛 荐 可 以 写成 


J ={ рой 
А pq Н ЖУ) 

H = -1+ P, + b,8# 
ТЕШ 1 FZ 29 

Ë = Ü 

Ё, = -Pi 


其 解 为 
= 329 一 
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P = 2 
P |= B — at 
因为 x, 和 x, 的 终 态 是 给 定 的 ， 记 人 和 AO RAZAR 
性 。 积 据 最 大 值 原理 ， 满 足 约束 条 件 的 最 优 控制 应 是 
# = stigpgn(ó- at 
由 于 
A, = P — аі 
的 图 形 是 … 条 直线 ， 随 着 £ RRI AO 只 能 有 一 次 变 号 ， 
H р.) 是 由 正 变 负 或 由 负 变 正 ， xf 就 将 是 由 +1 转 换 为 
- 1， 或 由 -1 转换 为 +1, 究 党 是 哪 种 可 能 可 以 进行 试 
Ft. 
1, #( =1 HE 20) = 1 
考虑 到 初始 条 人 性， 系统 方程 的 解 为 


к= рей 
кт 
р z 21 
Ш t-e 时 ， 控 制 由 1 转换 为 - 1 ， 则 在 >E 时 有 
x = — (I — Š) + (Š + 2) 
х= ХЕ ъд) G 0) r. agë 


设 系统 的 终点 时 刻 为 +, ШИК Д.К АЛЕ В {ЕЕ ES, i4 


=- -E + (6 +2) = Ü 
-LTA + (& + 2) (ż — Š) 2628-0 
上 列 方程 没有 220 ЕЕ. НЯ i D 不 符合 要 
2, 80) = — 1 转换 到 zü = +1 
FEARR PF, ЗАЙ Jy TENEN 


а 
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一 -E+ 2; 
BEA =, M z£ 叶 有 


х„= (P= Sl a (= G + 2) 


Аг 


ко (вео +[- aE) 


ш АЕНА. (AS, БГ 
(I 一 专 ) 十 《一 二 2 一 


0) 


на 

解 上 列 方 程 ， 得 

£ оъ n, 2+ м 2 
таро 

[—1, 0612306 

ж сү 一 

#* (P) |+1, ә+ ә ?+ ? D> 
最 得 的 时 间 为 

i 


在 这 里 . 没有 必要 把 常数 a 和 o 确定 出 来 ， 可 果 要 确定 
这 些 带 数 ， 那 各 就 要 应 用 方程 《4 一 1) ， 从 方程 (4—1) 


有 
(- 11 рх, р.н) „=й 
Вр 
Р.) =1 
这 个 方程 与 方 各 
A, (Š) = 0 
Дл. ж >É BÑ n] Ж u: 
а= = 2, 5= - (1+ 7) 
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БЕ 


b (D) = -x2 
PA IG) = ~ (1 + 


М) 6-21 


J | rh Э РА ФУ Ву Es 
形 见 图 5 一 8， 

三 结 来 本 节 之 前 ， 有 
个 情况 还 需要 讨论 一 下 ， 
在 以 上 的 分 析 中 ， 状 态 蛮 {ax 
Е АЈ ЖЕЛЕ | 

g, X (УЛ = 0, 

£= 1,22, Z 

EPRE А hl Ж]! |]. 
现在 想 定 它 显 含 i ME 
证 


(b) 


PLAX GD, 1,1] =Q 
(4—2) 
处 理 这 个 问题 的 方法 
是 引进 变量 x... 0 , 4 
Els Xea =й 
这 样 一 来 ， 方程 44 一 2 ) 
Ж ЛЕ K 
ФаСХ (f), x, J = 0 
(4— 3) 图 5 一 8 
而 同 不 最 含 终 太 时 刻 i, 的 
情况 一 样 了 了 ，。 这 时 ， 确 定 终 点 时 刻 #* 的 方程 (4 一 1) 相 应 变 成 


— 22 == 
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*-г ] 


на = у, ру, Hm! =0 
i=] i ы 
其 中 
Jas iy zy 1) = 1 
共 态 变量 AO 的 终点 笨 件 为 


Н 
* у ШЫ. д. дє, ) г — +++ 
BaD = (а De э, ө боя 
=] 


(4—4) 


f 
Panai G) = Уз, АЫ (4—5) 
#=ї 


上 述 结 论 是 不 难 证明 的 ， 我 们 就 不 装 述 了 ， 


第 五 节 最 大 值 原理 与 古典 变 分 法 


在 这 一 节 将 扼要 地 介 绿 景 夫 值 原理 与 古典 变 分 法 之 间 的 关 
系 ， 古 典 变 分 活 一 般 是 指 在 没有 约束 条 人 性 或 在 开 华 性 约 东 条 和 件 
下 通过 计算 变 分 来 求 泛 画 轰 值 的 方法 ， 以 下 准备 说 明 两 方面 的 
问题 。 最 天 值 原 再 是 古典 变 分 法 的 发 展 ， 它 能 解决 古典 变 分 难 
于 解决 的 问题 ， 从 最 太 值 原理 可 以 把 而 典 变 分 法 中 的 相关 结论 
我 们 举 一 个 例 来 说 明 第 --- 个 问题 ， 
例 ”考虑 一 阶 系统 
m= -x+#, ХС) —=1 
其 中 控制 #tD 受 到 的 约束 为 
С 1 


要 确定 控制 O. WZ 
7=f xt 


a 


=" r "rw Eh 
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取得 极 小 信 . 
B ”我 们 用 变 分 法 求解 ， 利用 乘 子 法 ， 有 
J = [ Cx +2- x+- х) Zi 
关于 变量 x 的 欧 拉 方程 是 
ї—5я-4=0 
天福 变量 * 的 欧 拉 方程 是 
1 -0 
很 显然 ， 上 述 两 个 方程 不 相 容 ， 这 表明 ， 如 果 控 制 # 不 受 约束 
的 话 ， 则 上 述 问题 区 解 ,而 象 本 例 的 情况 , 当 控制 受到 约束 时 ， 
用 这 种 方法 又 不 能 求解 。 

但 是 ， 这 个 问题 实际 上 就 是 第 二 节 的 例 1 ， 用 最 大 值 原理 
很 容易 把 它 解 出 来 ， 这 表明 ， 最 大 值 原理 的 应 用 范围 比 古典 变 
HIET E, WAR, 它 是 十 典 变 分 法 的 推广 当然 , 变 分 法 也 在 
发 展 ， 有 人 已 经 发 展 了 古典 方法 用 以 解决 控制 冰 数 受到 闭 集 性 
约束 的 问题 。 代 尚 不 如 最 大 信 原 理 简便 ， 

下 面 权 讨论 第 二 个 癌 题 ， 从 最 大 值 原理 推 证 欧 拉 方 程 ， 为 
简单 计 ， 仍 设 未 知 函 数 只 有 一 个 ， 对 于 多 个 未 知 函 数 的 情况， 
道理 完全 一 样 . 

BH TZ PB 

J = | FG 8, Dde xG) = x (5—1) 


Ж ТЕ НУ [B] i ERR H fE E ДАЛ ЛШ Ж Сг). 。 这 个 问题 的 和 
s Ete H Bia yz ЖН ЖТ. Eiin xo 必然 是 欧 拉 方 


程 
d om. 
Кыза а тей 
的 解 。 下 看 的 任务 就 是 利用 最 大 值 原理 来 作出 同样 的 解 ， 令 
x< = # (5—2 
~- 328 — 
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24: J = pz 


了 = "Ех, я, 0941 (5—33 
Th) а [BIN В И БЕД РЕ ШОШ Т, 
Л) К КЇН ЛИЛ, FERAH, (5—1) 
H = - Р(х, g, D) +рн 
由 此 得 伴随 方程 
— al 
Ё х 
= Ена G= 
BAE, HAH ао И НА. ЖЕН ЦИЙ ЖЇН. 
Ho ЈЕ 
DH _ 
a wa (5—6) 
Bp 
ӘР Е 
“a e ‚ 
К, 
_ aF 


oF o 4_ ‹ — = 0 (5—8) 


我 们 知道 ， 方 程 【5 一 8 ) FÆRA (5—1) 的 网 拉 方 程 ， 
„ЖИЕ ИНД Г, SEPRENE, а KB De GAR 
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分 法 推出 的 棚 信 必要 茶 件 是 等 价 的 ， 但 当 控制 域 是 闭 集 时 ， 最 
大 值 原 理 的 优点 就 突出 了 。 因 为 在 最 优 控制 与 许多 应 用 问题 中 
控制 域 往往 是 闲 集 ， 而 最 大 值 原理 适用 于 闭 集约 东 ， 比 起 古典 
变 分 法 来 当然 是 个 重大 的 发 展 。 


习 是 

1. FB- ET S PE 

$= x+u, z(0) = 1 
фк НЕ eo {БТУ ВА 
J= f Csr+ аа 
取 极 小 值 ， 
2. Hx TZ РА 
i~ f. (x` + дн" уа? 
重 作 上 上 题 ， 并 与 上 题 的 策划 进行 比较 ， 

3. 一 物体 在 oro Ш, БАНЕ УЕ АУЕ Г V a, 
х1). ЖЫЛ ө] Hr ИДЕЛ 0 是 能 控制 的 ， 现 在 要 使 物体 尽 亿 地 ШО; 
(Goo 移 可 原点 ， 试 求 Ө FAEDAH, 

4, пт ЭЭА 

А 0 1 0 | 
x= | э + [ile Xo = [5] 
POR TEB PS EK чо), СТЕ £= 2 ПРЕ ЈА. ЗЕЕ 
тү 
2...) к Ті 
取 极 小 值 。 
5. шо. ЖА 
Ži = х5, X (0) = 2 
k, =, х„ф}=1 
АЖ РЕЛ PS 2 uC. HRAT t= T nt ж Ж Ек, ЕЕ ра 
Í qut 
= + Í Ка dt 
ДАК ЛЇП. ARARA R 3 ЫШ, 
— 330 一 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


6. EEEF, HHT RRITA ER HH. 
i. HA -— Bt 3° SË 


£ = — X + u, x(0) = 2 
其 中 控制 函数 єй) 所 受 的 的 东 是 
~- на] 


试 确定 sD OFE ES 
Ief. (эх муй 


Kihi. 

8, FETA RAE 
TEES x1t0)= -十 
$, = u, TOLER 

其 中 控制 чї) 记 受 的 约束 条 科 是 
а |62. 
2 


试 确定 控制 нї) 将 系统 在 时 刻 £ sr +. НЫЕ Ба 
J = N м? Tt 


РҮ; 


Jae dg, HIR r, дЕ ВЈ, 

9, Аи: НЛ? Е ВЕЗУ РА 29 

J=GEXU Y) + f PÆ, а, а 
Ü 

Hf, лу CK) (DE ж н HO TEMMA Ath 
_ aG .00 
AXLE) GX CY) 
10. RAHAA 

= —2л+н, ХО) = 1 


БЕ ЫЈ В 3k uC, Р), РА 


Р Ф) = (Р (#1) = 


t 
Jey (Ë y + | ыа} 
z Z s ц 


He s ift. 
11. WZ SE IK Ур 
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X = CX, u) 

ПЕ HE Jë PF ZZ БЯ 
ч, 

J= j. F(X, Det 
фр 04 ВГА] A ШЕТЕН КОҢ ДАЛ Ea aH N, P, uy F he 
$r., BB 

H (N, P, uy =: Ж АЧ 

12。 设 系统 的 状态 方程 为 

X, = 
Ж В] Pr 2 BU РАЯ Е 281 

- 1501 
TA МЕ BE 22 ря 


t 
1= | (e zi + +в? + Au Ydi 
з 


eO SUPE (K PE ҢИ 27 
| -pite bop) | -yy Èi К t bsp.) |<1 
s= | 1 , ч Фай + + hopn) 
| -1 рә 


13。 设 有 一 阶 系统 
x = н, х0) =1 
jt sk Е БЕЗИ PF 12 РА 
J = f e + tje tdi 
ҢА RTE J ра а. 
14。 试 利用 变 分 小 证 明 积 分 型 最 优 控 制 问题 的 条 人 性 “4 一 1)， 
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第 六 章 动态 规划 
第 一 节 概 Ж 


动态 规划 是 在 五 十 年 代 由 贝尔 曼 建 立 起 来 的 ， 开 始 的 目的 
在 于 简化 由 数字 计算 机 求解 的 多 级 决策 问题 ， 但 时 至 今日 已 在 
许多 领域 里 获得 广泛 的 应 用 。 它 在 控制 理论 上 的 重要 性 表现 
为 : 对 于 离散 控制 系统 可 用 以 得 到 某 些 理论 结果 ， 并 从 而 建立 
起 选 代 计算 程序 对 于 连续 控制 系统 除了 可 以 得 到 某 些 新 的 理 
论 结 果 外 ， 还 可 建立 起 与 变 分 法 
和 最 大 值 原 理 的 联系 . 

在 介绍 理论 之 前 ， 为 了 有 上 助 
于 建立 直 况 概念 ， 我 们 先 研 究 一 
个 走路 的 例子 .假设 有 人 要 从 4 
点 走 到 1 成 ,街道 分 布 和 这 人 行经 
每 条 街道 所 需 的 时 间 均 如 图 6 一 
(aD. BERN, AEW (a) 
何 走 法 才能 最 快 地 到 达 目 的 地 ? 

从 44 走 到 I 一 共有 六 条 不 同 
的 路 线 ， 把 每 条 路 线 所 需 的 时 间 
加 起 来 进行 比较 ， 目 然 可 以 找 此 
He BU Sk. RRRA, H 
不 好 ， 因 为 当街 道 数 月 较 多 时 ， 
计算 量 太 大 ， 缺 乏 实 用 的 价值 。 

Ж ТЕ ҮА ЖЕШ, 
先 求 出 与 工 相 邻 两 把 由 和 二 走 到 
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了 所 需 的 最 敌 时 间 ， 因 为 只 有 一 种 走 法 ， 所 以 所 需 时 间 分 别 是 
5 与 1。 我们 把 它 记 在 各 对 应 的 点 上 。 现在 我 们 来 看 从 FE J Ë 
到 了 点 记 需 的 最 短 时 间 。 这 时 要 作 一 个 氧 择 ， 是 先 模 走 还 是 先 
RE. ЖЕНШ. AREARE 2, Y ED PJ [Bl 
т. BRR -PEIE BERRE, BEEE A a ВНУ АЈ 
最 短 等 于 4， 把 它 记 在 EE 点 上 。 根 据 同 样 的 道理 ， 可 以 依次 把 
其 余 各 贞 ， 和 包括 刀 点 ， 走 到 工 点 的 最 快走 法 和 所 和 需 的 最 短 时 间 
都 计算 出 来 ， 计 算 结 果 如 图 6 一 1(by т. АНАН EMA 
Ар НЕНЕН К. НЕВЕНА, JA AB ТИТИ PJ BJ BJ ЖЖ 
ЫШ. 如 果 用 “0” 和 “1” 来 表示 横 走 和 竖 走 的 话 ， 那 么 从 地 
到 I ЕНИ ДИИ (1,0,0,1) 来 表示 ， 而 所 需 的 时 间 为 
~ | 

DX Pl p BA PR ИВ, пр 2) 25 ЖМ y TE By3 ЖЕЛЕ ЖЕ 
概括 进去 了 ， 从 本 例 可 以 看 出 ， 这 种 解决 问题 的 方法 有 两 个 特 
点 。 它 是 从 工 依 次 倒 若 往 本 计算 的 ， 每 个 把 的 最 快 路 线 和 最 旺 
时 间 部 要 算出 来 : 它 把 一 个 复杂 的 问题 即 决定 一 整 条 路 钱 的 问 
题 瑟 成 为 许多 个 简单 的 问题 ， 即 钥 次 只 决定 是 往 走 还 是 紧 走 的 
癌 是 ， 西 而 使 问题 的 求解 变 得 简单 穿 易 了 。 而 上 述 两 个 等 战 正 
好 是 和 动态 规划 所 依据 的 申 个 基本 原理 密切 相关 的 ， 

动态 帘 划 所 依据 的 两 个 基本 原理 是 不 变 报 入 原理 和 最 优 性 
原理 ， 我 们 先 就 离 贡 系统 的 情 访 ， 分 别 介绍 如 下 

一 个 关于 最 优 控 制 系统 的 分 析 或 者 综合 问题 可 以 看 成 一 个 
多 级 决策 过 程 的 问题 。 不 变 懂 入 原理 的 合意 是 ， 为 解决 一 个 特 
让 的 最 优 瑞 策 问 题 丙 把 原 问 题 嵌 入 浊 一 系列 相似 的 但 易于 求解 
的 问题 中 才 。 对 于 多 级 决策 过 程 说 就 是 把 原来 的 多 级 最 优化 问 
题 代 换 成 一 系列 单 级 决策 这 程 的 问题 。 不 言 而 喻 ， 单 级 问题 当 
然 比 和 多 级 问题 容易 处 理 ， 在 上 俩 中 ， 我 们 就 是 这 样 解雇 问题 
的 ， 

为 了 组 述 方便 起 见 ， 大 必要 对 一 些 术 语 作 些 扼要 的 解释 ， 
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HE ”给 定 一 个 л 阶 离散 系统 ， 设 其 状态 方程 为 
Хь. = АХ, (1—1) 
其 中 Х,,, 和 X, 分 别 是 在 采样 时 刻 GAT DT 和 АГ 的 状态 
向 量 值 ,其 中 工 代 表 采 样 区 间 。 妇 是 个 xx# 矩阵 ， 为 方便 计 ， 
可 慷 把 它 看 成 一 个 把 X, 转变 为 Xeo IAT. ERE, RE 
性 是 不 随时 间 变 化 的 ， 根 据 方程 一 中， 只 要 知道 了 在 初 巡 时 
9) f= Q 的 状态 xo， 就 可 把 相继 各 采样 时 刻 的 状态 А, 都 计算 
出 来 。 省 相 多 向 量 的 集合 
Xp Хе, Apr (1—2) 
我 们 就 称 为 一 个 过 程 。 当 过 程 中 含有 两 个 以 上 的 器 量 时 称 为 一 
个 多 级 过 程 ， 当 上 内 含 两 个 向 量 时 ， 称 为 一 个 单 级 过 程 ， 
需要 注意 ， 一 个 六 级 过 程 
Х.Х,‘ Ак (1—3) 
实际 上 包含 (N+ 1) 个 向 景 。 其 中 的 第 一 项 X, MATER., 
多 级 决策 过 程 ” 现 在 我 们 假设 算 子 如是 外 期 竹 入 问 量 的 
Ра 3: ТАА # 的 值 可 以 在 任何 时 间 从 一 个 给 定 的 集合 中 随 
意 选 定 。 这 样 ， 方 程 (1 一 1) 就 变 成 


X isi = A (Х,, # k) (1—4) 
ІХ ВРТ ЛЕВ AIZA Е BE TR PB ИЛ ЖЕ БЇ РА 
=}, А» ТА ...) (10—5) 


对 于 这 个 函数 了 ， 我 们 的 任务 是 ， 要 正确 地 选 定 每 一 级 上 向 量 
s 的 值 使 吓 玻 极 夫 值 或 极 小 值 。 这 样 一 个 使 中 攻 得 静 值 的 过 程 
就 叫做 一 个 多 级 决策 过 程 ， 而 向 芯 s 相应 邮 称 为 决策 Ы E. 

在 一 般 情 说 下 ， 可 以 假设 在 第 怀 级 的 决策 即 铅 量 # 在 第 
Ë 级 的 值 ne EBD А 级 及 其 以 前 种 级 的 状态 向 量 关 和 决策 
HE z 有 关 的 。 就 是 说 


Hr = Н.Х „, A "ta Hi | (1—6) 
这 个 项 数 称 为 策略 基数、 在 以 下 的 讨论 中 我 们 将 促 限 于 研究 
PPE TE O: E. (1—7) 
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的 情况 , 这 时 策略 函数 只 是 现存 状态 的 函数 .在 走路 的 例子 中 ， 
当 把 选择 可 走 或 坚 走 看 成 为 一 种 决策 时 ， 就 属于 这 种 情 视 .将 
会 看 到 ， 对 策略 明 数 的 这 种 限制 大 有 好 人 处 ， 它 使 和 多数 的 最 优化 
[в] ЖИ [Ж ЕЕ. ЖОХАН Е, БЕЖЕН ЛЕЛЕ И ЛК Ph BJ Ez UN: 
Ж Ж Е АС, 

ЭЛК Së BJ Bz ТЕЛЕ FE PJ М Е, 

在 一 个 多 级 决策 问题 中 的 最 优 决 策 具 有 这 样 的 性 质 ， 不 管 
帮 骏 级 ， 初 疗 状 态 和 初始 决策 是 什么 ， 当 拉 其 中 的 任何 一 级 和 
状态 再 作为 初始 缓和 初始 状态 时 ， 余 下 的 决策 对 此 必定 攀 成 一 
个 最 优 决 策 ， 

Kattik, ША ARRA АХ, АМААР, АЛЬ 
ЗЕРЕ нәш, av 那么 对 于 以 Х, AWER N—1 级 过 程 
ЖАЙ, TORPE] sans зс, н DEERE. WE M В Г 
说 ， 我 们 已 如 最 优 决 策 是 ,0,0,1}， 那 么 根据 最 优 性 原理 ， 
当众 了 司 点 直到 了 点 时 ， 共 最 优 决策 就 是 t0,0;1)， 而 AERE 
是 0,1) ， 如 此 等 等 ， 

不 难 推 需 ， 在 策略 沙 数 仅 与 现存 状态 有 闫 的 假设 下 ( 见 等 
A 1 一 7) , 性 能 指标 J 的 量 优 值 G K sk J) 产 必 只 与 却 
态 X, KRANAR., E 

"= 5 OX.) (1—8) 

在 和 多数 实 际 问题 中 ， 性 能 指标 取 如 下 的 形式 


N | 
J =$ F (X,, яр (1—9) 
RI RATER. HEERE 
Opt 
Jsi XD — Жав tty Wn iF (K, п) +Р‹Х, F) ass + (X ss м) } 


орї 
~ SPHEX, 8.) + И, ка P (Аа) ка +F (Ху, tn) l} 
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= ОРЕХ, g) -Jh (X p} (1—10) 
ф 
而 

е (A = ра СХ as м) (1—11) 


利用 方程 (1 一 10) ШЕЕ ЕНЕНЕ FE BU rE #Й 
FE. B saw ERER, Ji AHAA ЖЕ IK hi, 
УВ ЕЕ М, ЕЛЕЕ КН. ЖЕТЕ БЕЛ ЖЕЕ {БЛ ТИНА 
za H X, 说 不 是 最 优 决 策 ， 那 么 就 必然 存在 另 一 雇 策 ， 
H'a бу йыз {ШЙ 

(F(X tee +F {Xy ам Ду Rn 
ERE (1—10 中 ， 用 ao {Ж JOAD BR 2w BH 
JAGO ÆR, HMS JAX ARRÉBB E Н F Ж. ХЕК 
E їй. Bz tE FE a ЖИ ЛЕ E Th BSI. 

їз Ж НҢ, REREN РЕ АЈА, G ТЗ ДЕЕ S Ek ӘКЕ 
策 ， 对 以 前 的 诀 策 没有 明确 要 求 。 这 各 疾 的 意思 是 ， 拿 如 的 
选 定 为 例 来 说 ， 它 并 不 能 保证 全 分 段 指 标 工作 om 取得 最 惰 
їн. 

例 1 е — E PS HX А 

Xp = 221 Hg, X =] 


和 性 能 指标 
J = > бх 41) 


ПЕЛ БЕДЕЛ z. 和 z, ЕЈ REME. 
解 ， 根据 系统 方程 有 
X = 二 二 
X = Дх tE = At BR, БЯ, 
于 是 


J 一 (Í + gq) t+ (2 + Hg) + шї] + [L (4 二 98, +g) н 
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= бйз 20к,т Али, 4 Puit Bz. + 81 21 
f R 7. В Sk K IRIA J E, AER IH, EAE 
шо = 1.5, g. = — 0.5, 2,= 0 
时 这 到 极 小 值 4 。 办 此 最 优 决 策 厅 列 为 (一 1.5, 一 9.5,0)， 
由 上 例 可 以 看 到 ， 加 = 一 1.5 并 不 能 使 分 段 指 标 
F (x ga) = xita 
取得 极 小 值 ， 要 使 它 达 到 极 小 值 应 该 取 四 =0， 但 如 取 я, = 0 
的 话 ， 以 下 各 有 段 指标 的 值 就 太 大 了 ， 反 而 不 能 使 ] 取 得 极 涉 
іа. 
ЖА, ВИЕ, ЕНЕ РЕ НБ ЕЛЕУ (0.5.0) ж 
使 


J = x! + 


r= | 


在 初始 值 x,;=0.5 BF, ЖААЛАР РЕЈ. 4 0 用 
一 般 的 韧 始 恒 x, BJ, AERAR 52 I G W PF У 2. 
(—1.5х„ 一 0.5xo 0), 
Jro = a: 

它们 都 是 初 态 x HAX. 

上 全 是 用 普通 方法 解 瓷 的。 为 了 说 明 最 优 性 原理 的 应 用 ， 
以 及 如 何 把 一 个 多 级 决策 过 程 的 问题 堪 入 到 一 系列 单 级 决策 过 
程 的 问题 ， 我 们 再 研究 一 个 最 优 剂 分 的 例子 ， 

例 2 有 有 一 个 下 数 +， 现 在 把 和 它 前 分 为 # 分， 要 使 这 5 分 
ARAP КЇН, ҺУШЫ}? 

Be 1.00) 代表 所 达到 的 最 大 乘积 ，x 代表 第 一 次 前 
ЖЕЙН, C- Aa FEG- DAR. TE, DREA 
ананна 


Ja Ce) = a (ml S) 
这 个 方程 对 于 # 之 2 是 成 立 的 。 显然 ， 当 = 1 时 有 
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Ts Im 
ВЖ, = f= 2 时 


Љ “оксук U G ж) 


ах | 
- Qe ee” с—х)} 


HEARADH n Е F ov ИКЕ КЇЙ АЈ 
所 以 ， 对 于 一 个 2 级 决策 过 程 的 最 优 策 ЕТ ak ҖЕ Д.Ш} Ж 
о. (5) 
IJ 3 418 КАУ 
[е 
下 面 考虑 x = 3 的 情况 ， 这 时 了 及 能 达到 的 最 大 敢 积 是 


тах 


J C) < Ог 00:67 9! 


max jx (¿£ — х) ] 


0х4 4 J 


容易 算出 使 上 式 取 最 大 值 的 
可 
第 一 次 前 分 “= 二 之 后 ， 剩 余部 分 过 的 前 分 构成 一 个 2 级 次 


A = 


策 过 程 ， 按 照 上 述 分 析 ， 应 把 它 剖 分 为 气 和 局 、 所 以 对 于 3 级 


过 程 的 最 优 谢 分 是 
(01. Hy #,) = (= = =) 
面 其 最 天 乘积 为 


== odd = 
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О) 
当 拒 给 定 景 c р 3 УВУ, ӘС Ж АН 


Г.б) оса кў} 


— "ешш == — 


0:1 сг 27 = 


ЛЕЕ Н P GK АНАУ 
paet 
4 
利用 相同 的 推理 ， 下 以 看 出 ，4 级 过 程 的 最 优 前 分 是 
E Ноу Жаз нү) 二 | 5 T 1? т; 
mHE kR 
Jon) 
以 上 的 结 论 使 我 们 产生 首 下 的 猎 想 ， 当 e= Ë 了 时， 这 个 问 
题 的 解 将 是 最 优 前 分 
ETE STELE А) 一 (+, T Ба" £) 
Їй „Н; RRT ЛЕ 


һар 
事实 上 这 个 狂想 基 正 确 的 ， 很 容易 用 数学 归纳 法 证 明 。 设 土 述 
结论 对 于 А 是 成 立 的 ， 应 用 景 优 性 原理 ， 便 得 到 


ДӘ) = с сЕ — 9} 


тах k= х)* | 
 0=< x=|l o jJ 


ИЯ ER R Riin 
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Їй R Ez X 3 F12 
Jeto) = 4 y 


Аъ 


КИЕ, RERBA, Р л ОРЕ НОЙ B] ЭЭА ОТ ЖЕНА 


у = [Í E Ç £ ` 
(4, Нез буйы) = Fi ы rtta PZ. 


而 其 最 大 乘积 为 
Јао = (2 Y 


这 就 是 问题 的 解 。 

当然 ， 这 个 问题 并 不 复杂 ， 完 全 可 以 用 普通 六 法 解决 .但 
是 这 全 例子 有 一 定 的 典型 性 ， 它 一 方面 说 明了 最 优 性 原理 的 度 
用 ， 再 一 方面 强调 了 把 一 个 给 定 亲 题 和 表述 为 一 个 多 级 决 琵 过 程 
的 思想 。 以 及 如 何 用 -~ 系列 单 级 决策 过 程 来 取代 多 级 决策 过 程 
的 步骤 ， 事 实 上 上 ， 用 这 种 思想 来 阵 述 给 定 的 问题 万 是 动态 规划 
方法 能 发 挥 作用 的 关键 . 


第 二 六” 离散 动态 规划 


在 上 节 的 例 2 中 已 经 看 出 ， 重 复 地 运用 一 个 肖 数 方程 就 可 
以 把 一 个 # 组 决策 过 程 的 最 优 决 策 序列 确定 出 来 。 木 攻 的 目的 
就 在 于 利用 最 优 性 原理 来 建立 多 级 决 策 这 程 的 这 种 汞 数 方 程 ， 
考虑 一 个 阶 离散 系统 
Жыр (Ne к.) (2—1) 
其 中 状态 向 量 X, 是 # PE p] ij B, Th SY pl EE я, £ m ЕУЕН, 
我 们 的 任务 是 ， 选 定 一 个 N 级 策略 
EPRE PELIPE м? (2—2) 


— 341 一 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


使 性 能 指标 


М 
Ja 5 ДҮК (CX, ws) (2—3) 


*#=й 


RIRA E. 为 简单 计 ， 假 设 决策 向 量 z, 没有 约 东 R PF. 在 
上 证 中 ， 我 们 利用 式 优 性 原理 已 经 推出 通 数 方程 《1 一 10)》 ЯП 
61—11), 8р 


= РРС, а) +J- XD} 
和 

ЈСО = °F FX, ж) 
只 要 把 其 中 的 符号 орт 改 成 max 就 得 到 在 此 情况 下 的 函数 方 
程 

ДОО) = Л, E (Xut) + Јр. OXD) 
和 

* 【区 = yo F CXos an) 
现在 我 们 要 把 上 述 晃 数 方程 推广 到 所 论 闵 级 过 程 的 最 后 了 级 过 
程 ， 它 的 初 态 是 和 2w-;。 依 照 景 优 性 原理 ， 将 有 


max 
УХ». = ËN ja ety F (Xu; м-р) + F (X w-ir Ям j+ 2 
tet F (Хав) = АЕ (X n-p tn) 
max 
+ м-рн t” им СЕ CX N-i НҮ +=. 
+ FiX y, м) 1% 


= ЕО #ы—{) + ]}]%—,\Хи- YP 


Ям-} 
= и ЕХ, n-p + ЈА, CA Xy- 


(2— 4) 
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м j= 0 时 ， 
Је) = U F CK ss) (2—5) 


如 果 村 使 性 能 指标 2 一 3) 取 和 极 小 值 ， 只 第 把 上 述 方 程 中 的 符号 
max 换 成 min 就 行 了 。 | 

PE ЖЕ РЕ Ж 3: RA (2— 4) Ф (2—5) 8 п] БДИ -—-1-ЛГ zk: 
策 过 程 转化 为 一 系列 的 NN 个 单 级 决策 过 程 ， 从 而 可 以 有 规则 地 
按 弟 推 方式 来 求解 记述 的 最 仿 化 问题 ， 

І Rro 是 一 个 得 定 的 数量 函数 ， 它 在 各 采样 时 刻 
Бе 0.5.5. МА КОРОН За хх. S, х, 现在 需要 在 
(t, 面 上 找 出 一 条 依次 拒 x,,*x,、…，、*w 连接 起 求 的 折线 
《图 6 一 2) ， 人 也 就 是 要 确定 过 程 (xo,x，…，>xw)y 使 性 能 指 
标 


+ Быр 


3p -Uh Nh t 


6—2 


取 极 小 值 . H. rf H; 是 把 点 (1А, ху 和 点 [C + 1), Xarid 连接 起 
ЖН SR RJ la, a xn CE: RE EH BJ. 
f ral. fi 


` u F 
Xk. EE = Xk+ Йу 
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HERAF (2—4). #H 
JF n-i) “ру Onai tant JIa Cw 
+ Žin- (2—6) 
JE (хы) = 1 (ху + нр 
HN 
显然 ， 当 ww= 0 时 ， 上 式 有 极 小 值 
IPETO = XN 


在 方程 《2 一 6》 Pe j=]， 并 代入 Ji 的 和 值 ， 可 得 


ж - min 
Ji Су.) — Ay {xw + д Хм} 
-] 


Б ет + ак + (ху. + Ån- t 
ЯН Жж ЕП] Р H ЕН 38 s [8 ВУ 
н __ Т кыз 
м G + А2) 
由 此 得 
WH Xy- Wns 
_ Хю—| = 
1+ А к 
代入 这 些 值 得 出 
hy (хм) = 


我 们 可 以 继续 这 样 算 下 去 。 就 是 说， 在 方程 (2 一 6) 中 再 
Ф j=2,, RA J On- ВИН, ЖИНИНЕ, ЖЕШ #y-s ху. 
和 Ј (хь ,), БЭК ик, хк, M J, (xw-s) 等 等 ， 直到 
最 后 求 出 如 、x， 和 ЖО) 。 不 过 ， 就 本 例 说 ， 宜 于 采用 了 以 下 
的 算法 ， 

我 们 已 经 看 到 


— 844 一 


PDF SEH "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


2 + А? 2 
Тт 
邦 与 相应 的 状态 向 量 平 方 值 成 比例 ， 联 系 到 性 能 指标 是 一 次 
型 ， 这 就 使 我 们 推断 应 有 一 般 的 规律 ， 

бх) = Rix Ni 
其 中 4, E š ПРА, RERA EAR] AR, W Jn) 
和 和 Ју) 代入 方程 (2 一 6) 便 得 到 


+ 


Је Ск) = х Јем) = 


ух yi 一 кы + #ы-; ш Éim Xi 二 fiiy- D? 
19 一 了 了 
不 难 算 出 使 上 式 取 极 小 值 的 
_ _ П; Хм; гу y 
йк = (1 L Wk) 4 Z — Š ^ 
因而 
KN NN + A 
—_ "N-i —_ 
BETI к 
代入 这 些 值 后 ， 可 求 出 
ju, 
& = 1 Ir ЁЁ), (2—10) 
П 
В, = 1 
是 时 已 来 出 的 ， 将 方程 〈2 一 9) 代入 {2 一 8) ,可 得 
WN-i = T ЙК YN- 62 —11) 
从 而 有 
— Fiann 
Ям Хы; 
ИНИНЕН Ёр = 
ту ч (2—12) 
利用 上 上述 弟 推 关系 式 ， 可 以 把 最 优 执 线 和 最 优 决 策 序列 确定 出 
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кә 
Н? 


为 具体 起 见 ， 我 们 代入 数 悄 ， HE Net 4 = 5, ñ = 


此 情 癌 下， 方程 《2 一 10) 给 出 
9+ 10k; 


i J+ Ё}-| 


利用 ,= 1， 彤 次 可 以 求 出 
19 g -280 р _3781 р _ 49159 


% 261” t 18130 


— w 


' 10 ` 109 ' 


_ 627760 ‚ _ 7945561 
° 195329 ° * 2295721 


利用 这 些 А, 的 值 ， 从 方程 《2 一 9) 依次 可 以 求 出 


Ayo C, + Kga ЖО, Ж, Nao Xa 


=1:0.7266:0.5338:0. 4004:0.3115:0.2572:0.2315 
H E- RA Т IRR 
1 


g = i Х|} 


д 
可 以 求 出 
X 78 282 18. М, НАИ, 
= —1:0.320;D,57810.400120.287;0.16310.07710 

从 灸 上 的 递 推 关 系 式 或 数学 结果 都 可 以 看 出 ， 所 有 BJ А, 
郑 是 大 于 零 的 ;所 有 的 x, 都 是 大 于 零 且 单调 递减 的 ; 所 有 的 
х. 都 是 小 于 零 且 单调 递增 的 . 

LEART ER, AFE (2 一 8) 


Km_i 二 — АЁ. А аро 
i I AR 7 


= — Å (k;— 1) Xy; 
THA H. WRR #w-i 与 相应 状态 xw-; 成 比例 关系 ， 比 
例 因 于 5 一 #(k&; 一 卫 Y 是 随时 间 变 化 的 ， 这 就 是 说 ， 我 们 可 雇 衣 
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е 1—6] ЖЕ ТА Б ШЕЕ ЗЕН БОЙЛЕ, OK, ТИП НОП 
яяя p: х0) = x, TEDER ЛИ KB ОШ ИЙЕ U: 
HAA EEG, ХШ ЖН Їй. БРИ, ОЛЕ & ЕЖЕ И 
Ай, ЖА ЕЛЕЕ ТОЖЕ. {БЕ} Бү ЇН H Ps НК Ый aS ЖЕ) Ж 
求解 
二 面 的 例子 很 简单 ， 能 够 用 解析 法 解决 ， 一 盘 弛 说 ， 这 很 
礁 徐 到 。， 妆 不 能 用 解析 法 果 ， 可 用 数值 解法 ， 举 例 说 明 如 下 . 
例 2 жа 
0 х({(4)1 
其 中 输入 # 受到 限制 ， 只 能 在 下 列 的 三 个 值 即 +1.0 或 -1 中 
RE. тад Re u А Ile It h sk, ВРЕ ЕЗИ 
j=j o -ndt 
ЯЛ, 
解 ”采用 数值 解法 ， 先 把 系统 离散 化 , 将 时 间 区 间 上 0, 4Л{Ё 
Ді-1 等 分 为 4 个 小 区 间 。 在 每 个 小 区 间 肉 ， 候 定 # 取 固定 的 
8. 这 时 系统 方程 变 为 


Npa Жы ЙУ (с2— 13) 
ҮГЕЗ, 
3 
J = е + (2—14) 
ПЕ 


ЖК, ЗЕТЕ (2 站) 平 十 【区区 6 一 3》， 在 上 面 把 系统 的 初 
态 点 400,0) MAAA Ba.D MEt. MEN ЯЯ 是 ， 
要 找 一 条 地 钱 把 所 4 和 点 卫 连 搂 起 来 ， 并 且 便 本 也 仍 小 此 。 我 
们 采用 分 段 算 法 六 根据 最 优 性 原理 ， 从 后 往 前 计算 ,如 从 点 8B 
{ЕР АТ. ЮЖ ДЕДЕ ЕП. HD J 
о 1 
从 方程 〈2 一 13) WREE, ЖЖ 
nes ls Жз D We ==] 
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4 6—3 


则 对 应 于 1= 3 的 下 列 三 个 点 (3,0), AGD 和 点 63,2) 将 
分 别 在 上 = 4 到 达 耻 点、 这 上 时， 分 段 的 性能 指标 值 分 别 是 

Xiti 1, =], xla = 5 
Ж IRE K wb {Н 42У ЖЕ ҮЕ EATA R mA ИО. SH 9 
6—3 Ат. W =, 分 别 等 于 1.0 或 -1, 可 以 看 出 至 少 有 对 应 
T 1=2 的 下 列 四 个 点 ， 即 点 (2,- 1. (2,0), (2,1》 和 (2,2) 能 
在 #=3 到 达 上 述 对 应 于 1=3 的 三 个 点 ， 分 别 把 它们 的 分 性 
性 能 指标 值 

(х2 + и) 

计算 出 来 ， 写 在 相应 各 分 段 的 中 点 附近 。 现 在 我 们 来 研究 点 
(2, 1 ， 它 有 三 条 途径 到 达 5 点 ， 即 分 蓝 经 过 点 (3,2),(3,1) 
和 {3 07， 这 分 时 对 应 于 三 种 泛 策 ; 

(2.831) = (1,—1), (ж.н) = (0,0), 

(g. Wa = (-1,1) 
而 对 应 于 这 三 种 决 吴 的 性 能 指标 值 分 别 是 

2+5=7, lale, fiiez 


== gip 
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其 中 第 二 种 次 策 的 性 能 指标 值 最 小 。 和 根据 最 优 性 原理 ， 第 二 种 
决策 就 是 从 点 (2; 了 到达 终点 BB 的 扰 优 决策 ， 内 这， 我 们 把 性 
能 指标 值 2 STEAG 1) 上， 其 余 各 点 都 照 此 处 理 ， 并 把 相 p 
的 性 能 指标 值 写 上 。 将 上 述 步 又 继续 下 去 ， 一 直 算 到 起 点 ， 就 
得 到 如 图 6 一 3 所 示 的 结果 。 

从 柄 6 一 3 上 显然 可 见 ， 最 优 决 策 序 列 是 

Сш, йә Hes Н) = (0,0,0,1) 
最 优 轨 线 是 
(CN 

它 就 是 在 图 上 连 毛 点 4 Я В ВУЛКАН, Н АЗК В 
的 最 优 执 线 ， 为 清 枇 起见， 我 们 也 都 用 粗 线 标识 出 来 ， 以便 验 
ЖЕ, 如果 需 要 更 高 的 精确 度 ， 就 应 该 把 消 取 得 小 一 些 ， 自 然 计 
算 量 就 增加 了 . 

这 种 方法 用 在 控制 函数 s MERHER E (k. H. 
只 能 取 茶 些 离散 什 的 情况 ， 比 起 最 大 值 原理 来 有 显著 的 优点 ， 
在 这 钟情 次 下 ， 真 下 可 能 的 解 是 一 系列 的 轨 钱 ， 而 这 些 扫 线 都 
是 由 许 雪 相互 很 少 关系 的 短 就 组 成 的 ， 用 动态 规划 的 方法 求解 
RAŽ, MHRA RE HRA E. 

这 种 方法 比 其 它 方法 还 有 一 个 优点 ， 用 来 解 类 多 级 决策 问 
题 时 能 够 节省 计算 量 ,， 这 从 以 前 讲 的 走路 的 岗子 就 可 以 春 出 
来 。 问 题 越 复杂 ， 节 省 的 计算 量 越 信人 。 即 使 如 此 ， 观 到 高 阶 
系统 计算 量 仍 是 异常 斋 大 的 ， 拿 一 个 6 阶 系统 来 说 ， 如 果 状 态 
器 量 的 每 一 分 量 有 10 个 可 能 信 ， 级 数 NN 是 6 移 话 ， 那 么 也 大 约 
要 进行 5 x 10” 次 比较 ,: 这 对 于 计算 机 来 说 是 个 沉重 的 负担 ， 
问题 拇 复 杂 一 些 的 话 ， 妈 使 最 现代 化 多 计算 机 也 是 无 能 为 力 
的 。 这 正如 册 尔 曙 所 说 芍 那 样 “ 维 数 的 灾难 ”。 所 以 说 ， 维 数 
是 这 种 方法 的 限制 ， 就 是 使 用 计算 机 ， 它 了 世 只 限于 用 来 解决 低 
维 的 问题 。 这 种 方法 有 待 于 改进 ， | 
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BZT ”连续 动 仿 规划 


HE z 阶 系统 
Х= FX RD Ха) = Х, (3—1) 
其 中 控制 # 是 m EH, RRA 
жЕ? (3—2) 


НФО т SRE BK 25 (8) Н — 15 В 8, MEE 从 所 
T IIS VE РУ il rH 08 p HH tE HERESIA ра 
J = |Р; д, 1941 (3—3) 


取 极 小 值 的 最 优 控 制 #*. (Et РЭР 1, 是 给 定 的 ， 系 统 的 
HE ХОР) 是 自由 的 ， 

RIXE RRE БА E ilet СР PR ALERA G) 
都 找到 了 ， 那 么 把 它 代入 方程 3—3) 自然 就 能 把 最 优 值 ]* 
FH. ЖА, Kikii j* 是 与 初始 时 刻 э, ЯП ЮН 
状态 X, BREL. Ræ, CE 与 和 X， 的 函数 ， 我 们 用 符 
= ИСХ, h) 代表 这 个 函数 ， 即 

V*(X,, DAJ CX*, w+) = f Fex=a, a* (2) ‚7! 
| (3—4) 
EAU UREM, U t (X, ЧАН А г, ВА 
初始 状态 为 X, 时 性 能 指标 泛 函 于 的 极 小 值 ， 它 只 是 和 MA 
HAR. 

在 以 下 的 推理 中 ， 需 要 用 到 连 急 情况 于 的 最 优 性 原理 

最 优 性 原理 如 景 对 于 初始 时 肇 2, 和 初始 状态 X, 来 说 ， 
#* (0) AXIO 是 所 论 系统 的 最 优 控 制 和 最 优 胃 线 ， 那 和 必 对 于 
时 刻 (+ 40 和 状态 ХЖ, 4 来 说 ， 它 们 仍 是 所 论 系 统 往 
Кт НЧ ҖЕ ü PE ЖИЛЕ И, 5. 

不 难看 出 ， 它 和 离散 情 训 下 的 最 优 性 原理 在 实质 上 一 寞 一 

— 350 一 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


H. 
现在 我 们 把 问题 扩充 一 下 ,不 仅 要 找 册 对应 于 h HH X (t) 
的 最 优 解 ， 而 且 要 找 出 对 应 于 区 间 [fy, КАВ 1 X CGO BJ 
ЖОКЕ. АЛЕ, Нр ИСХ О), 11 及 与 之 对 应 的 最 优 
摊 制 和 最 优 办 线 ， 罗 娄 *[ 芒 (8), 四 是否 一 定 存 在 呢 ? 我 们 在 
此 作 一 个 假定 ， ВАТИ" 是 存在 的 ,一 经 找到 这 个 函数 ， n] 2А 
ARRIR 5, XORB XC), BARTER RA 
[ТАЙ ERAI ARET., 应 位 首 到 ， 这 妆 然 是 不 变 修 入 原理 的 
FERDA REAA rF * 所 应 满足 的 方程 。 在 此 ， 先 复 
习 一 下 前 革 第 一 节 的 例 是 有 帮助 的 ， 我 们 用 符号 582,0) 表示 
限制 在 区 间 [La, #7 EAER, REEL, WFE C 上 的 
任何 1 ， 我 们 有 | 
eX 010 {Рх (у, а(т),т4т 5 ` 
= |” Рохе, но, 4+ 


+Í «она, 
tx dt. 


min mir а 
то. ШЫ, “| [ РОХ (ту, alr), тт 
+f. FOX (т), g (r), rdr |! | (3 — 5) 


上 式 右 端的 含义 是 ， 我 们 把 选择 最 优 控 制 OC) 的 过 程 分 为 两 

W, K PEREK [= Д, БА ВЫ, р Е, 

3 — zb BE pe [н] СУ, t+ Д0) EERE i. KAHE E 节 中 

БЕ БЕ Н, АН. HR Um, 又 有 
RR + Ai), + АГ) 


min 六 


下 Drdr (3—8) 


-= 001 == 
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把 方程 【3 一 6) 代入 方程 (3 一 5) АЩ 


И o min | ++ Дт а | 
Хе рушу, КОХСО» #00), 914: 


+Г*җх G+ д0, д0) (3—7) 
在 这 里 我 们 再 作 一 个 很 定 ， 琐 数 ИСХ СО, D ДОР 

У. ҸЕ, Ежа мнн 劳 定理 可 以 展开 成 
ИСХ (2+ AD + dt) <U A) + Re (X (G), Dl 


20 д, „ФЕ XG), dt + ОСД? (3—8) 
其 中 О(г)? Р РТ. уук Вр 
DC 
ji = = 


而 | а Хай, ө] 代 央 VIX, R x 的 梯度 向量 ， 


方程 43-7)? 中 右 端 第 一 项 可 以 写成 
[Г EOX со, аст), ое 


= FCX (t + ад, кй 4. ай}. t+adijdt (3—9) 
其 中 a| 是 但 于 0 翻 1 之 间 的 某 一 常数 . 将 方程 《3 一 8)》 ЯП 
(3—9) RAFE (3—7) ,得 到 


、 min f 
рж), E Sati a ДХ +940), 60 


+айғу, чадд VAXO, E] _ 
+ LB] Эр 


+ Vt exe, 4 +004 (3—10) 


Еф VX а), MELU, ЖОЕ 860) 的 函 
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数 ， 无 需 对 (D REEM ПГО НЕ, Ж Pj X Н Б 
Ха), 1), , ОД, 3% 出 一 00， 从 方程 (3—10) PB 
K: *_ СХС, у = = — min | FCX 020,800, D 

ot sat 


BY _ y l es 
+ CX о УСС), йд, | G—1D 


Ek Eh, РЕТ а Баа: 而 И 是 
ЖАЗ И. JJ Гах, ЖЕУ (3—11) МУ 


al min: 
JAAA к Кр, 站 
+ | | ex, TO] (3—12) 


这 就 是 哈密 上 顿 - 雅 可 比方 程 的 一 种 形式 ， 这 种 形式 还 不 真 E AE 
一 休 偏 微分 方程 ， 周 为 要 取 极 小 信 ， 而 是 一 个 函数 方程 与 恨 微 
分 方程 的 混合 方程 ， 

фе 3 一 12) ВЗР, ТТАС 


жын, т Ха) SETUR r 的 值 有 关 的 ， 换 句 话 说 
合 方 程 (3 一 12) 右 端 到 得 极 小 值 的 10 是 三 个 变量 XO, 
эж: 的 函数 ， 将 它 记 为 


š (x (0, 5 d) A 使 方程 43 -12)? 右 端 取 极 小 值 的 z (D 


根据 这 个 函数 的 定义 ， 方 程 (3 —12 可 以 写成 


OV o o а* | 
= Fixar,’ к 
_12/* | f! XG, E (X o 8. 


э, 3 (3—13) 


WJ p — ИУ, MEAE Y*， 自 变量 是 ХО)› 和 i 
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其 中 的 六 了 和 都 是 它们 自 变 最 的 已 知 函 数 ， 

单 有 方程 (3 一 13) 还 不 足以 确定 广 *#fX (а), 0, WAH 
解 是 无 穷 的 ， 但 我 们 很 容易 导出 它 的 边界 和 条件. 从 方程 
《3 一 4》 显然 应 有 

FCX {iJ АЛ = 0 (3—14) 
TAARA (3—14) 的 方程 (3—13) ЖКУ 密 顿 - 雅 
机 出 方程 ， 或 哈密 地 -贝尔 曼 方 程 。 

- RERNE EHA ХЕ НЕ (3—1) Ж (3—3) 
ИТЕ УШ ЕКШ. BEJE (3—13) ЯП (3—14) 已 经 解 
BÆT, B Ха), Ха) M: HEMAT., WA 
Ял SPSS IV АКША К š p, Нн 


САМ = (X, p, 1 (3—15) 


хо), 


就 只 是 Ха) ЯП г АЕТ. Ее ВСА (G, J, Вр 
(XG), пав ХО, Š КОХ Q, Р), | (3—16) 


Жл, BATAR 5 的 第 二 个 自 变 量 一 变 成 它 的 第 -- 和 第 


三 自 变 量 ХО) 和 的 一 pe aA AAEN 
同 的 . 
2 ЗА, 
‚ AR 8 在 任 - 一 时 去 А 上 = РіЫ СХ (60,27 Д R W 
ече 


= = { FLX (о), аСт г), rldr 


取得 极 小 值 的 最 优 控 制 在 时 刻 :=& 的 值 。 就 是 说 ， 为 了 得 到 
最 优 指 标 F *rX C82,5]， 我 们 将 用 控制 СХС), 67 开始 。 它 
的 道理 已 经 包含 在 以 上 的 论述 中 了 ， 

2， 对 于 原来 以 h 作为 初始 时 刻 的 最 优化 问题 来 说 ， 其 
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REBAH #* ts e 之 间 存 在 如 下 的 简单 关系 式 
аж) = СХ), E (3—17) 
HPA ХО) 是 在 区 间 Cet 上 加 以 最 优 控 制 #* 后 在 时 刻 
的 状态 。 ERRARE УН]. MER A ; WW HE St ë 
的 ， 而 它 又 是 可 以 任意 给 定 的 。 简单 地 说 ， АЧ) ДЕР ГР 
数 ， 把 它 代 入 ， 就 得 到 一 个 单 变 量 г Пу, Me r О), 
这 一 性 质 的 含义 可 以 这 样 来 说 明 。 我 们 把 宇 区 间 [i АЛ. 
的 最 优 控制 s* Ур ВЕ, ВИ вес, 2) 和 лсе, А1. 在 区 问 
Cie 0) ЕШ “UoD 之 后 ， 系 统 的 状态 将 从 时 刻 ДА G) 
转移 为 时 刻 £ 的 XH, AERES WE, 5 0 Е 
= Е 的 值 CX СЕ), ЕЭ {ЖҮР РИ 


J EOD, di 
АЕ 


取 极 小 值 的 最 优 控 制 在 了 = ЕА: 另 一 方面 ， 根 据 最 优 性 原 
ВЕ, tC, 在 +=§ 的 值 记 是 使 上 述 泛 函 取 极 小 值 时 最 优 控 
HE t-i WR MAMBE, H 
REX (6), EJ = ua a a (D = #* (£) 

这 实际 上 就 是 方程 (3—17). 

综 上 所 述 ， 我 们 可 以 把 在 本 节 并 头 提出 来 的 最 优化 问题 的 
求解 步 又 归纳 如 下 ， 

1、 解 极 值 问题 ， 即 求 


minji 


ж T 
+ РА | JS (t, # ОЁ), | (3— 18) 


HA Ju 49 J 8 25 


й = z [X (i, ər" 2 (3—19) 


2. KERA- p Ж (3 一 13) 满足 边界 条 性 
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(3—14) 的 解 ИСХ (2), il; 
3. ЖЖ КИЯ Ху, 代入 函数 š rh, Е 


PLX (Р, охо), 5 Р(Х), і), j (3—20) 


4. Ж ç 代入 系统 方程 ， | 
Хо = ХО, FOX OO 0,0, ХО) =X, (3—21) 
ОРЕОЛ ХО), 把 X*G 代入 函数 аф 
就 得 到 最 优 控制 sx* (0 这样， 问题 就 全 部 解决 了 ， 当 然 ， 这 
是 不 易 作 到 的 ， 特 别 是 ， 解 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 非常 ШЧ ХЕ, “C 
往往 没有 封闭 形式 的 解 . 
例 1 ЖЕ Ия 


" Ü 1 r 0] = j 
Е [9 11х+10| s, Ko F: 


和 性 能 指标 泛 画 


Í Toi То» 
J = SAX i OX + ши 


试 确定 控制 x， 合 泛 函 取 极 小 什 . 
和 解 ” 在 本 例 中 ， 有 


РІХ (Р), uC), Г) T. JEX G), gG), t) 


Е: [20] 1 : 
оо" 
I T 
+ | > 110 0 |х + (3 22) 
对 s 求 上 式 的 极 小 值 ， 因 为 x 没有 约束 ， БО 
и АЖЕТ, 1 
# + Ú Ü 13 =0 


出 于 原 式 是 关于 # 的 二 次 函数 ， 所 以 
一 356 一 
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дг * 


É = -C0 1 J (3—23) 
ERAR ERMER. 
将 方程 《3 一 23) 伐 入 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (3 一 13) ， 
得 
и *_ утг2 04 1 aler ди" 
a*r 1 РТ д * 
+ [бс М ' jx шт ME 1795 
а 1 2 © ду * ү Ü 1 x 
0% ^ Әх) оо] 
1 Әү o oar” 
-a эх! Е і | aX B s 
在 此 情况 下 ， 上 应 有 
9 _,„ (3—25) 
Qí 


RAET: Эт Ж ЙЧ ЖОБА ЕР MEER, J БАЛ ER X 
ERAR V*(K, 的 将 只 能 是 初 态 X (O) 的 函数 ， 而 与 初始 
Ө „ жю. АЖА, MEREEN HJ Я] = 0 
改 为 =l 【等 于 任何 数 都 可 以 ) , EAJ KRAT Bš tB, H 
应 地 改 为 ] ， 但 初 态 值 不 变 。 即 仍 设 


X (1) = Н 
那么 了 的 极 小 值 }* 是 不 会 改变 的 ， 实 际 上 ， 我 们 只 EX] 
的 积分 变量 í 作 个 变换 
.. . ` Ё=т—1 
就 能 证 明 此 一 说 法 了 ， 
利用 方程 《3 一 25》， 则 方程 (3—24) 化 为 
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-+ S [о оа" o (3—26) 
ЖП ВАТТ Е, TRAM, CERAR SE X 的 一 次 
W. Bit, RAE EEA ЖЕНИ ДОЛ FAE A: 

V*=XTYX = Х| ĉe] x (3—27) 


= 


其 中 了 是 一 个 待定 的 允 称 常数 年 阵 。 将 方程 《3 一 27》 代入 方 


+ 201 оя и т 00 |. — 

Хох aX g oJ- 2X2Y 1 0 |УХ=0 
ВП 

xj? x+ x: É Zag gr {®@ Zaty = 0 

0 0 0 2a, 24,4, Заў) 

或 

| И Б 

— 24,0, aa) -~ 

由 此 得 


2(1— ах 十 全 [CE – 9.0) — HA X a D(a, — аф х= 
ы. снае T, RARR: 
201-4) = 0 
Zia — d,d) — 29,73 = Ü 
2a, 03) = Ü 
解 上 列 联 立 方程 ， 给 出 两 组 解 
a, = 2 | a = — 2 


g, = ] | g, = 1 (3—28) 
g, = ] | йуз 一 1 L a 
取 头 一 组 解 ， 代 入 方程 (3 一 27) ， 得 


—— 3538 一 
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7*(Х) _. к | {3 


_1 
= DWI + @хх,+ NE (3—29) 
由 此 得 
A 81 * 
FEA) = Ü 1 d 3X 
m... 
= — Ü 1 22| 1 1. 
=—ə 3 10Х 
= -2(х+ х.) | (3—30) 


0 Ü | ж 
Ü L 
=] 2 -3 IŽ 


下 面 用 拉 氏 变换 法 和 解 这 个 方程 ， 取 变换 后 ， 方 程 化 为 
ХО) -XO 2 _ XC) 
代入 初始 条 性 
X (0) = | 


k. 


并 加 以 整理 后 ， 上 式 变 成 


š j ` _ [1 
Ё p2 %05 H 


Вр 


Бе, ЖЫЕП 
— 859 — 


-r n 2 а 
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Жл 
将 上 式 代 六方 和 《3 一 30) ， 求 出 最 优 控制 为 
g* (Гус Ое Ы — COS) 
ATRI HRR, 我 们 利用 方程 《3 一 293 AAAH 
ін, 19 


ВТЕ ТН X Fak ЖЮ ШЕЕ. БАЛИ. ХЕС а) 
代 六 了 的 积分 中 ， 绽 出 


me J [эгет (cost + sin) 
. ü 


+ 1 (2e isini — cos) J ld 


БЕ 
=f Де 
= 2 

ХШ ЕАН Е ЖЕН. 

ТЕ Ж ЖЫЯ Же”. ТРЕ ИЯ Rb Јр Г 的 边界 条 

PF (3—14) ， 这 有 时 它 是 

F LX (со) = 0 
但 我 们 得 到 的 解 是 满足 此 一 条 性 的 ， 如 采 我 位 取 方 程 (3 一 
28) "ВУ, БАЛУ ЕЕ, ХОНЕТ ЈЕЈЛ ЛУ ЛЕ 
Libi Т. 

此 例 是 用 矩阵 形式 求解 的 ， 目 的 在 于 前 后 对 照 ， 以 重 掌 所 
求解 的 步骤 ， 实 际 上 这 个 例子 用 数量 形式 求解 反 生 简单。 建议 
读者 月 已 练习 一 下 ，。 象 这 梓 能 肯 用 解 祈 法 完全 拥 出 来 的 情 六 是 
很 少 的 .稍为 复杂 点 ， 息 只 好 借 邯 数值 解法 或 计算 机 了 。 
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82 5&— ЖА 

S= ах b bg, ХО) = 1 
其 中 控制 s АЈА ЕЈ 
| # |<! 


йз 32188 Ë Bz 15; PE bi s: PE RE 48 bi 
Ј= | <“ 
取 极 小 值 
解 ” 在 本 例 中 


э Te 9и 


x] z K EREDE, ЕВ T 


min a яж. 
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(3—31) 
(3—32) 
(3—33) 


m 
— (¿x Рн) 


| = Ü (3—36) 


TERRE IE. AETH, RE 
а= -1, =i 
RHK Da Л ТЕ 
X= 二 x(0}=1 (3—37) 
从 后 作 如 下 的 考虑 ， 从 性 能 指标 〈 3 一 33) 的 形式 和 系统 方程 
的 线性 性 款 ， 可 以 推 知 当 ”>0 时 tOo 是 x 的 递增 函数 ， 
因此 有 有 


因为 上” угж, пл x 的 时 数 ， 所 以 土 面 的 方程 实际 
ЕЖА ЛЕ, CERE 


L * у = х хаб) +e 


现在 米 确 定常 数 “， 显 然 吕 知 ， 当 系统 的 初始 值 x (0) = 和 В, 


如 我 们 取 

#(f) = 0 
I] 

Xt = 0 
因而 

}=0 


ХХ КЕ ER mA (3—33) 的 极 小 值 。 上 和 式 表明 
了 = 0, И *(0) = Ü 
代入 此 一 条 性 后 ， 可 得 “=0， 于 是 
— $52 — 
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z 
Гес гв: rn (1 + x) 


由 此 可 求 出 
#(ху= 一 sign( 2027) = = sign( ) 


1 + x 


ЖАЙ. E i BH РУ XI 
AER a | = 1, xg 
0, х= 
将 2 代入 系统 三 程 (3 一 37) ， 可 解 出 
I орел 0= {<< ln? 
х= 
0 12 Hi 


| — 1, Qrin 
вту =: 
| o, lazai 
AIA an эрш tEBEIR nA) MRA 
иж (1) =1п2- = 


ХЕ хк) 代入 方程 (3—33) 直接 积分 所 得 到 的 结果 是 
相符 的 ， | 

DL EB FASE. BAHTERA БИЖ 
出 来 。 遇 到 稍微 复杂 一 点 的 问题 就 很 难 求解 了 。 可 行 的 方法 是 
象 上 节 例 2 那样 把 问题 离散 化 ， 然 后 借助 于 数字 计算 机 。 

在 结束 本 节 的 时 候 ， 有 上 由 个 问题 要 说 明 一 下 ， 

1. 在 时 刻 + 的 最 优 控 | 
制 4 ELER A WJ ЖК ма | 
XO жен. BRE 
依赖 于 状态 XO йш Ж 
系 式 可 能 是 非 定常 的 ， 一 
般 地 说 是 状态 的 时 变 函 数 ， 图 64 
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但 在 理论 上 这 就 可 能 利用 反馈 来 加 以 实现 ,形成 闭环 控制 , Ж El 
6 — 4 所 表明 的 那样 。 同 其 它 方法 相 比 ， 象 变 分 法 或 最 大 值 原 
理 就 往往 把 最 优 拦 汕 表 达 为 时 间 的 阔 数 ， 而 没有 或 蕉 于 把 最 优 
Jë ШЕЕ 2 K es РЕ Ж. 

2. RTA ЯСХ 0), ЛЕ t saa ba ¿, 及 初 态 
X, ARM. RAER. E A 


J= Í FEX), #00), rd: (3—38) 
a: š 


ИА 88. ТЕТЕ Ж] + 的 最 优 拦 制 仍然 是 š CX о), т], 
换 名 话说， 不 论 Хо Яп 如何 变化 ， 具 要 系统 方程 不 变 ， 
{г (3—38) ME, REREAD E, ПРЕ) AXO, T 
是 整个 一 类 问题 《3 一 38) 的 最 优 控制 . 

3. 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 所 代表 的 是 充分 条 件 ， 这 与 最 大 
值 原理 不 同 ， 并 砷 必要 条 件 。 较 准确 的 说 活 如 下 

哈密 顿 - 雅 可 比 定 理 ”考虑 下 列 系 统 

X= Asti) 

PTE REFE б E 


J= J FEX о), #(т),т1йт 


H F 3148 ЕУ. 
(1) 函数 /和 FF xE AEREA, 
(2) F(X,z, OHARKA, u, DR # W S E Fie, 
ВЕЛЧЯ А ELX (т), А, ПЕТ А Н Ж REAR, 
(3) FLAX G) il Ela ЖЕ АЈ Б A ЖЕ (3—12) 或 
(3 一 13) WELA AP (3—14) 的 解 ， 
М КЖ ПЕЙН, MD ИС, O Æ 


TRGO, ARAA t FEB АА, FLP 5 P B 3 k > E 
HA fk E PÍ ЖҮ т PPG [X Ct. tje 
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= J= f FX (r), ulr, TJ) + (3—39) 


ЕВЕ НЕЈТ РА 3k, ПЕЕ (3—16) ЩЩ BU E hoit 
个 这 一 类 问题 的 最 优 控制 ， 

5107101, MEWE F 2U 3 PF; 

(1) JAF XF G 23 E Sen] k; 

(2) 存在 最 优 控 制 ， 且 泛 国 《3 一 39) ҮТ у * 
[X G), RH [i 88 — K E 3 рО; 

(3) F (XS. 8, tha | JEX, н Dte (O ERLA С), F] 


处 有 最 小 值 ， Н. TCD: 对 x 可 被 ， ЯХЯ #Ж.Ж ДЕ *(-, +) 
就 满足 带 有 边界 条 件 (3 一 14) 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (3 一 
12) #ў (3—13). 


ЭРЧ apu, BAE 
原理 与 动态 规划 


变 分 方法 、 景 大 值 原理 与 动态 规划 三 者 研究 的 是 同一 类 问 
感 ， 因 此 必然 存在 某 种 内 在 的 联系 ， | | 

{ПЕ НЧ. TAREA ДИВ b EEje B р “Ж” 
HRA. e ERR НЕ E ЖЕ ФИ ЖЛЕ ЗЕРИ 2 A 
论证 的 最 天 值 原 理 . 可 以 说 ， 最 天 值 原理 是 以 哈密 顿 方式 发 展 
了 古典 变 分 法 ， 得 到 一 组 常 微分 方程 。 而 贝尔 曼 的 动态 规划 可 
认为 是 以 哈密 顿 - 雅 可 比方 式 发 展 了 古典 变 分 法 ， 得 到 一 个 偏 
微分 方程 。 解 常 微分 方程 一 般 比 解 妨 微分 方程 容易 ， 但 动态 规 
划 的 应 用 范畴 更 广 ， 且 得 到 的 结论 是 充分 条 件 ， 所 以 有 可 能 把 
最 天 信 原 理 和 古典 变 分 法 中 的 相关 条 件 推演 出 来 这 也 下 是 本 
节 的 目的 . 

4:1 动态 规划 与 变 分 法 
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我 们 知道 , ЖЕТЕР А p| ДЕ; йл belt dj eo Хх Ог), 
{ ТУ РЁ 


了 = f Fonz ,dt (4—1) 


REME AHAL, ХЕШТЕГ. {Ый хо) аа 
ж, П 
х) = xpe FE) = 
其 中 的 i 和 А 都 是 因 定 的 。 
首先 ， 我 们 把 问题 变换 一 下 ， 以 便 直 接应 用 上 节 得 到 的 结 
iË. & 
x = 8 (4—2) 
则 上 述 问 题 化 为 ， 对 于 给 定 的 系统 (4—2) REPERA 
制 *s。 使 性 能 指标 泛 函 


J= f Еос, а, Dd: (4—3) 
取 极 小 值 ， 因 为 确定 хо) 与 确定 “是 等 价 的 ， 自 然 我 们 要 
Ж охо) 是 连续 可 微 的 ， 
其 次 ， 我 们 作 一 个 假定 ， 上 节 中 哈密 模 -~ 雅 可 比 定理 的 全 
部 条 性 都 成 六 ， 就 是 说 ， 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 


ы 


min „|Р (X, #, Ë) + 


(4—4) 
Жз, CHE РСС, 1 就 是 量 优 性 能 指标 函数 ， 现 在 的 
任务 就 是 要 以 方程 《4 一 4) 为 根据 把 欧 拉 方程 推导 出 来 ， 
国 为 在 古典 变 分 法 中 对 六 设 有 约 东 ， 因 而 对 六 的 也 
就 是 对 G) 没有 约束 ， 这 样 一 来 ， 为 求 极 值 ， 就 可 以 把 方程 


(4—4) 插 导 内 的 函数 对 z 求 导数 ， 并 令 它 等 于 和 堆 ; 
ӘБ. К. am (4—5) 
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在 求 导 过 程 中 ， 因 为 8 -与 ?5>- 都 不 是 # ШШ, MAEN 
的 导数 等 于 堆 。 将 从 方程 (4 一 5， 解 出 的 # 代 入 方程 (4 一 
4) ， 自 然 有 

F (x, ж, t) АРЕ w S (4—6) 
现在 我 们 需要 从 方程 {4 一 5) M (4—6) ЧЖИ RAN 


六 上 数 上 ”的 项 为 此 ， 我 们 对 方程 《4 一 5 西边 求 革 的 休 
导数 ， 对 方程 《4 一 6) 两 边 求 x 的 含 导数 ， 分 别 得 


FF  ərv* _ Е 
aor Әјах 0 С 
和 
aF ә (ар ayt _ Е 
Ox + дх Tr “ | © аха | к= 


QU * д А 
由 方程 《4 一 5) 和 方程 (4 一 7) ЖИЙ -o Ma -—, TŠ 


入 方程 (4— 8) 后， 可 得 
aF _ а ТӘР А FF -0 (4—9) 


= ЩЕ — 
ах Ох дя ад 


ТЕЗ ТНУ Vv. 二 次 连续 可 微 因 而 混合 仿 导 数 祖 
等 的 结论 。 将 方程 〔4 一 9) 中 的 z 还 原 为 和， 并 考虑 到 
d ӘР ð ГӘР. а F 


= е 
| аа 


di pè ox ӘХ 9/9 


一 (4—10) 


这 就 是 众所周知 的 歌 拉 方程 。 
需要 指出 ， 我 们 在 推导 欧 拉 方 程 时 ， 是 先 作 了 最 优 解 存 
在 ， 即 险 密 顿 - 雅 可 比方 程 成 立 的 假定 的 ， 所 以 它 代表 的 是 必 
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KRH. 
MERRE, ТОФ НАЕ ВЕ ВУК — АНЕ. RNA 
道 ， 方 程 《 4 一 4) МАНЕ РРА 


即 
КПЧ А Е, Е ва 《4 一 1 RRE NDE 
RIF. 


Ahi (1—4) 还 可 看 出 ， 设 z ЖЇН Л EAk 极 小 
HARRE. M ”是 另 一 容许 控制 ， 则 有 


本 д 
Fonn + ук+ EKF з!) 
£ ж к= 
‚з А + (4—12) 


将 # 换 成 š, ç Бой 7, 并 根据 方程 (4 一 5) PETR 
(= 有 小 则 由 上 式 可 得 
Р(х, ft) -Fo D -aE >. (4—13) 


这 就 是 咸 尔 斯 特 拉 斯 条 忻 。 上 式 又 可 写成 


Ес, P, 1 — i | = HO Х, $) — чш. а—) | 
它 已 经 初步 具备 最 小 值 原理 的 形式 了 ， 

在 以 上 的 讨论 中 ， 我 们 假 商 最 优 轨 线 的 起 点 《ty xo M 
РК О, ху) 都 是 固定 的 ， 当 初始 值 < ТГ, Peki 线 x** (7) 
的 初始 值 x," 必 为 最 优 性 能 指标 泛 Р V*Ex (0D, 四 在 1= 的 
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PER. ХИН МИЛЕ, HT t= ВЕ 0 Ж {Н x, 
ТАВ И Н u BU SF k 3 6, JER H Ey Z НУ ñ sz ТЕ 
БЕТЕ} ра Р * (хл), IE OD IB SS hA d x t, 自然 就 
是 最 优 轨 线 x* (1 ВОЛНА. МӘШ, ИК х,* EVER 
ARER. HRES 

ə* _ 

Әх | 
内 方程 (4—5) ЖЕ а= х, ERGI 

əF ` 

әх А 
EE, ERR х 可 变 时 ， 可 导出 条 性 


aF _ 
ox li 


= 0 


这 就 是 在 第 四 章 讲 过 的 当 А BDE, ха) TARE ЖШ 
( 见 第 四 章 4 一 35 式 ) ， 它 是 求解 欧 壹 方程 所 需要 的 ， 

于 面 我 们 来 准 求 一 般 情 况 下 的 横 截 条 忻 ， 不 失 一 般 性 ， 我 
ВЕ х) 的 左 端 点 Cx А) БЕТА ЙО, Я А Сх А) АЈ 
Иш Җ 

х=) | 
变动 。 与 以 上 的 推理 相同 ， 当 终点 沿 遇 线 变动 时 ， 函 数 VV*[x 
Су ЕН В АВЕ А ДЬ Сх те) ЕУ, Вр 


й а Сх), E] = Ü 
di | х= 400) 
А 
或 
иж а. 
э ах #7 | _,„"® 
. I 


利用 方程 (4—5) M (4—6) ， 并 考虑 到 z = x, 可 得 
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Р о 
| дг .i 


这 与 以 兹 的 结果 完全 一 致 ( 见 第 四 章 公 式 4 一 30》 。 

以 上 表 肖 ， 根 据 哈密 顿 -~ 雅 可 比方 程 就 可 把 古典 变 分 法 中 
诈 多 重要 结论 推导 出 来 。 

4:2 动态 规划 与 最 大 慎 原 理 

为 明确 起 见 ， 设 我 们 要 解决 下 述 的 问题 ,给 定 一 个 #* 阶 


系统 
х= f, CX, E, f), Х.М) =Хд (4—16) 
T ЖОЕ — 1 om ЕРЕ] м, 812 БА 
Ј= | ЕХ, а, D di (4—17) 


取 极 小 值 ， 其 中 ¿ 和 去 АЛЕ, хоо НА. Ph в 
是 宕 有 约束 不 影响 以 下 的 讨论 ， 
如 革 我 们 用 最 大 值 原理 来 解 这 个 问题 ， 那 么 在 利用 下 式 
二 下 
引入 辅助 变量 x， 之 后 ， 点 问题 就 变 为 : 从 项 数 方程 


(KX. раб = mi (Уру, +b F ) (4—18) 


f 


求 出 使 上 式 取 最 大 值 的 
g = ÚX (ty, P (t), A (4—19) 

然后 将 它 代 入 正则 方程 
>, ис 0, x; (£) = Xip Z = 1, ҮЙ (4—20) 


p=- 20, ра) = 一 (4—21) 


ЖКА БАЈ аЛ i i ER 
现在 我 们 利用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 来 推演 上 述 的 结论 ,为 
方便 起 见 ， 将 此 方程 (3—-12) 重 写 一 遍 ， 


一 
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-min pa (2 Ea i Ta TA (4—22) 
这 里 的 s 维 列 向 量 实际 就是 
fr= Дә sf) 
引进 辅助 变量 
p= hb р у (4—23) 
和 函数 
н = +АР (4—21) 
--[F {2Y /| 
则 方程 《4 一 22) EA 
б кыйы = 
或 
са е з n 
Bp 
max y u такуу рр) Е — (4—25) 


ZREN, кйш И НА. 上 上 式 不 单 包含 了 其 大 
值 原理 ， 而 且 还 多 了 一 点 信息 ， 即 互 的 最 大 值 应 为 "5 。 愉 下 


的 表达 式 〔4 —24) 显然 可 见 ， 方 程 (4 一 20) 是 成 立 的 。 我 
有 现在 只 需要 推出 伴随 方程 (4 一 21) 就 行 了 。 从 方程 (4 一 23》 
有 


一 
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d ol ә га* 
5 ) 


P= Ar бу) С Эр \дх, 
ч OL * | 
ох Әх, — z = 1, 2 Й (4—26) 


ER P> 一 次 连续 可 徽 ， 上 武吉 端 第 一 项 的 求 导 次 序 可 以 
改变 ， 百 利用 方程 《4 一 16) 、 (4—22) fA (4—23), MH 
上 或 化 为 

w дж Ww op* 

P: эу IF + j f| Е дх,Әх, Jx 

a д» ao ay” 

Өх" йө | À dxd; fi 


I ж 
E b pam 


s == == = = 1,0,8 (4—27) 


又 由 于 二 不 显 含 x， 所 以 方程 《4 一 23) 中 的 水 一 个 方程 实 
际 就 是 (4—21) Ф ?=0 的 方程 ， 这样， 我 们 就 把 伴随 方程 
(4—21) WERKT. HTAA Wa e HHR, ЖЇР E 
段 求 横 截 条 和 件 相 同 的 推理 ， 就 得 


Fm E = 0, 2= 1,2, tA (4—28) 
ВІ | | 

Pb C 2 = Ü f=], 2p (4—25) 
Dat ТЕШ h Pe АЧ к Е. I 


— а š, сте ШЖ, НИЛИ, ЖА 
fF, конден 
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ET ; = Ü 64 — 50) 
利用 方程 《4 一 25) ， 上 式 可 改写 为 
"МЕНО GD PGD, uU А) = 0 (4—31) 


这 与 第 四 章 的 方程 4 一 1 是 一 致 的 . 

还 有 其 它 情 况 ， 比 如 雪线 终点 Хо) MERRER, WT 
照样 处 理 ， 就 不 一 一 介绍 了 ， | 

从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 动 态 规划 方法 是 既 简 单 又 十 分 有 
用 前 工具 。 但 是 ， 在 绝 天 多 数 的 场合 下 ， 了 哈密 顿 - 雅 可 比 方 ЖЕ 
解 不 出 来 ， 或 根本 不 存在 二 次 连续 可 微 的 函数 V". RAAR 
制 了 它 的 应 用 。 比 如 说 ， 如 果 函 数 * 不 具有 二 次 连续 可 微 福 ， 
那么 用 它 推出 的 结果 ， 就 不 一 定 是 正确 的 ， 象 用 它 来 推 最 大 值 
原理 就 只 有 形式 上 的 意义 ， 不 能 认为 是 严格 的 ， 


2] 题 


1 ЖЕЖ 6-58, 
А F 35 S 5 Ë SE БЕЙТ 道 所 
mA E, ARM AER 的 
RERS, | 

з МІ. RMR EES 
Ашан. 

з 求 -一 阶 离散 系统 


Xk+! =m +C + uk), хо = 3 | 6—5 
按 人 性 能 指标 
1 
у) | ж-з 
(=n 
的 其 优 控制 suy, 


1 求 二 阶 离散 系统 


гоне 
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0 
按 性 能 指标 为 
1 = Y ря Ë , )хы, +24) 
Н Ж Ak Pe p] ЖИ 5 Kol ss, 


5 Ш FE ШШ ЕЕН 
FOX о, Ho) = XT [° "]X: +24, 
(2 


并 不 取景 小 值 。 
6 HRS 
, Aki = AkÄ + Бъ 
是 线性 的 ， 其 中 X. A tt 分 别 是 лп 维和 m EE, 性 能 指标 


N 
J= JA O aT и; Куч) 
¿=u 
是 二 次 型 的 ， 其 中 Qu, Æ nx" EREKE, Ri Жн хт} 
ЖЖ. ТАШ HTE ЇЙ Л. F ЖЧ ЖУН) 8 E Fe У 
ty = — (Bn Ок I Ву + Кы)! Вы QN+I АхХм 
E APR SA ARAA, 
7 重 作 第 4 题 . 利用 上 题 的 缚 果 先 抬 v ZA X Ший A 
他 入 性 能 指标 J HHTHH. 
з 试 取 此 =0.5, 解 第 二 节 例 2， 
9 ”考虑 一 阶 系 统 
£= -ar tóu 
EPER ы HARR PF29 
| # |1 
PE BE 38 PR EZ РЕ АЯ 


J = Гое 
PU E H ЖЕТКЕННЕН V 所 满足 的 方程 。 
0 ФА Bi = SË 


2 — D q: — 
КЕ! 
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ЯП РЕ AETH ER 12 PB 
1= [хт [9 1 jx + 207) 


试 确定 控制 函数 以 的， 使 泛 国 取 极 小 值 。 求 此 极 小 值 Т*, 并 如 以 验证 。 
11 给 定 一 阶 系统 
x = 1 
ЯШЕ ЙЕЗЕН БЕТЕ ра 
J= J "сат + Ануп 


bÑ ШЕ Җи Т ТЕ fE JE Я ра ЖИ ДЕ 77 B. 
ди? Е _ 1 /ar .. 2 
аг дұ) 


12 ЖСЖ 
x=[ и ] <+ [7] X(N = X, 


-l-4 
其 中 控制 st 的 约束 条 忻 为 
— Јн 1 


йе Їй ЖЕ Së ЕИ НЕ ЛЕ ЭИ Ж 25 65 БЕ {Д.Е ПИЙ. 
13 证 系统 的 状态 方程 为 
X =J(X, u, 1), X= X. 
їй, R] 3 ЖЖЖ И] Jy 2: h E ВЕ a h bp в 


T= GUXG,) + f "FCX, u, idé 
取 极 小 但 的 问题 ， 其 中 六 是 = 锥 向 其 ， 
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第 七 章 线性 最 优 控制 系统 


在 南面 三 章 我 们 分 别 合 绍 了 研究 最 优 控 制 问题 的 三 种 主 可 
方法 ， 本 章 的 日 的 在 于 运用 这 些 方法 来 研究 一 些 有 典型 意义 的 
线性 系统 的 控制 问题 ， 即 二 次 型 性 能 指标 的 最 优 О. р-р 
‘(Bang -Bang}) 控 制 、 最 速 控 制 和 燃料 控制 ， 

本 章 上 只 限于 讨论 线性 系统 ， 其 动态 方程 取 如 下 的 形式 ， 

X = А(зуХ-+В(Чун 
Z (t> = CÇ GX 
其 中 Xs Z--— 3 nm, 1 ВШ, 

А,В, С — o О лхл,пхт, axi Н. 

12— т 维 欧 氏 空 间 中 的 一 个 闭 集 . 

今后 如 不 特别 说 明 ， 本 章 的 讨论 都 是 针对 上 述 系统 而 言 
BJ, 

种 见 的 控制 问题 ， 视 其 对 控制 对 象 的 要 求 可 以 分 为 两 类 ， 

1, 39У А рТ ” 当 控 制 对 象 的 给 出 不 处 于 平衡 状态 或 存 
偏离 平 衡 状态 的 趋势 时 ， 对 它 加 以 控制 ， 使 它 回 到 平衡 的 状 
态 。 这 就 叫 调节 器 问题 。 比 如 ， 象 电压 波动 时 电机 速度 的 控制 
问题 。 实 现 这 种 控制 的 系统 称 为 自动 调节 系统 , 

为 方便 起 网， 在 数学 上 常 把 零 状态 了 到 作 平衡 状态 ， 通 过 -- 
个 变量 变换 ， 这 是 总 能 做 到 的 。 

2. 伺服 机 问题 对 控制 对 象 施加 控制 ， 使 它 的 输出 按 某 
种 规律 而 变化 的 问题 ， 叫 做 伺服 机 问题 。 比 如 ， 让 雷达 天 线 去 
眼 踊 茶 一 飞行 器 的 控制 问题 。， 实 现 这 种 控制 的 系统 称 为 折 动 随 
ЭЛ] ЖА Ж. 

在 解决 上 述 问题 时 ， 视 要 求 不 同 ， 最 优 控制 函数 有 下 列 两 
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种 类 出 方式 ， | 
1, 分 析 将 最 优 控制 函数 表示 为 时 间 的 函数 ¿t (0), Ж 
为 景 优 控制 的 分 析 ， 

2. 综合 ”将 最 优 控制 函数 表示 为 状态 的 定常 溺 数 #ГХ 

СЈАЕ ЖЖЖ СХ (20), 巩 ， 称 为 最 优 控 制药 综合 ， 
分 析 问 题 较 易 解决 ， 但 不 能 实现 闭环 控制 。 综 合 问题 难度 
太 些 ， 但 控制 已 表示 为 状态 的 函数 ， 可 利用 反馈 来 实现 ， 构 成 
闭环 兵制。 这 种 闭环 控制 比 吉 典 闲 环 控 制 远 为 优越 。 一 个 古典 
ЫЯ, ШЕТ 一 1 所 示 ， 它 的 反馈 是 通过 一 个 控制 器 来 实 
现 的 ， 它 的 输入 就 是 控制 对 象 的 输出 ， 无 论 控制 对 和 象 或 者 控制 
8 器 都 是 单 输入 单 输出 的 定常 装 
=} 控制 对 名 | ©, ВИТ ШИРЕ ЖЕ 
述 其 输入 与 输出 的 关系 。 这 种 
反馈 系统 只 能 直接 反映 控制 对 


Wr 象 答 出 的 变化 ， 难 于 实现 景 优 
控制 ， 
图 7 一 1 一 个 现代 反 司 系统 ， 如 图 


7 一 2 所 示 (图 上 男 双 线 代表 是 多 变量 控制 系统 ) ， 它 的 反馈 
控制 器 是 由 一 个 状 六 估计 器 和 一 个 时 普 放 大 器 组 成 的 ， 所 请 状 
态 估计 器 是 这 样 一 种 装置 ， 当 把 控制 对 象 的 输入 和 输出 作为 它 


Uii} меа. 
ВЕ УА саа = 


BEES. 
w. — 
(ОХ) АХ) 6 
Ка Pu . 
Zit) 


图 了 一 2 
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HAAR, йн ЗЕРРЕ Ж АЖ. НЕ ТЕВЕ БВ 
控制 对 象 的 内 部 状态 ， 实 现 最 优 控制 规律 ， 从 而 使 系统 变 成 最 
优 控制 系统 ， 

从 便于 实现 前 第 度 说 ， 线 人 性 控制 规律 

z(y = K() X (D 

当然 是 理想 的 。 这 里 自然 产生 一 个 问题 ， 什 么 样 的 系统 它 的 最 
优 控 制 规律 是 线性 的 ” 答案 已 经 有 了 了， 就是， 具有 二 次 型 性 能 
指标 的 线性 控制 系统 。 这 是 很 重要 的 结论 ， 


第 一 六 ”二 次 型 性 能 指标 的 


最 优 控制 问题 
эң ЯА Ете MA ӨЗ Ж, 
J = TXT OUD SX (CF) + | XOXA 
.. ty 
ta Re wityidt (1—1) 


的 时 候 ， 称 为 二 次 型 性 能 指标 。 其 中 矩阵 Y HQ С) 是 半 正 定 对 
称 和 矩阵 ， (是 正定 对 称 和 矩阵 ， 所 以 如 此 要求 ， 在 下 面 加 以 说 
H, 

比如 说 ， 在 一 个 自动 调节 系统 中 ， 目 的 是 要 使 输出 从 非 堆 
状态 转移 到 零 状 态 ， 这 种 转移 从 型 论 上 讲 当 然 ШЫ. В, {Н 
是 ， 要 使 它 越 快 ， 控 制 z 就 得 越 强 ， 在 实际 上 ， 任 何 控制 总 古 
受 物理 因素 的 限 便 ,不 能 是 任意 大 。 另 一 方面 ， 加 控制 就 意味 
着 消耗 能 量 ， 这 里 还 有 一 个 节省 能 量 的 问题 。 因 此 ， 我 们 逢 童 
控制 # 有 和 界 ， 而 且 能 够 小 些 ， 要 达到 此 一 目的 ， 可 以 采用 下 述 
对 # 施 加 限制 的 指标 . 

J | Toa (Dd, И aT ct dg 


ПАХ. А 
ШЕЕ | # (E) i 
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р: 


但 是 ， 控 制 # 的 各 个 分 量 z 往往 并 非 同等 重要 ， 这 就 须 对 各 
Aey EDDI PERN 
fur Ret) dt 


作为 衡量 控制 画 数 的 指标 。 不 失 一 般 性 ， 口 然 可 设 加 权 和 岳 阵 
КО) 为 对 称 阵 ， 算 起 来 更 方便 些 。 不 但 如 此 ，R(f》 还 是 正定 
EPE MER, EILERA i= с, Е 及 (都 是 正定 的 ， 
为 什么 要 求 RD 正定 昵 ?有 有 两 方 面 的 理 出 ， 我 们 知道 ， 任 何 对 
PRIRPE R БАЕ ЕМУР Е 


N 
HEL Жр Кш, MIERE 4 的 主 对 解 线 上 的 各 个 元 梁 
450, ? “Тоа зуи 
TEREE WERTE. 有 些 А; 就 会 等 于 等 甚至 小 于 
+, ШОКАН ТЕЛА НЕ СН ИЙ “РЕШЕ А АЕ K 5 28 88 
КНН” WPA., 677, EA FiA ЖН ЕЕК (D 
PHS, ШЖ ИЛАК (0) Зете АЈ, MATERIECA И, 4 
然 ， 这 两 方面 理由 是 统一 的 ， 
单 允 控制 # 提 出 要 求 还 不 够 。 对 系统 的 状态 也 有 要 求 。 我 
HER ХО) 尽快 地 从 非 零 状 态 转移 到 零 状 态 ， 这 就 融 望 指标 
[кхтиух ао: 
越 小 越 闻 ， 其 中 是 任何 正 数 。 考 虑 到 加权， 并 便于 计算 我 们 
取 
[хох оа (1—2) 
TE 2 88i 5 ЕА АБ BJ dB Ap, ЖЕНЕР ОС) УАЛИ, 
H їй Se E E Rek r. [NOK n es y hk x; G) ирд. Ж 
要 ， 不 必 加 以 限制 . 
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在 某 些 情 况 下 ， 状 态 在 终点 时 刻 二 的 值 很 重 Ж, ЫШЫ 
弹 的 落 点 ， 为 此 可 以 加 一 项 单独 衡量 状态 终点 值 的 指标 
ATIEISAX Ct) 
其 中 了 是 半 正 定常 数 阵 ， 
以 上 所 述 就 是 我 们 引进 性 能 指标 1 一 1 ) 的 理由 。 式 中 
加 个 常数 汉子 >， 完全 是 为 了 简化 计算 ， 没 有 其 它 原因 ， 不 加 
也 可 以 ， 
现在 我 们 可 以 明确 地 提出 所 要 讨论 的 问题 了 。 
1-1 有 限时 间 的 调节 器 问题 
调节 器 问题 Жү з 阶 系统 | 
Х=А@ЧуХу-В(фбуна), XG) = X, (1—3) 
其 中 AOM BCD 是 连续 的 ， 需 要 确定 使 性 能 指标 
J = {XOX + urRay d+ (1—4) 


取 极 小 值 的 最 做 控制 #* О) 及 其 最 优 性 能 指标 函数 VX, 
2. Йир ; 是 固定 的 ， 终 态 ХО) 是 自由 的 。 

解决 这 个 问题 可 以 用 最 大 值 原 理 ， 变 分 法 或 哈密 顿 - 雅 可 
出 方程 。 我 们 主要 用 闫 一 种 方法 ， 也 使 用 后 两 种 方法 。 下 面 先 
求 最 优 控制 ， 

这 是 积分 型 的 最 优 控 制 问 题 ， 应 用 第 五 章 第 二 节 的 定理 
2 ， 作 哈密 顿 函 数 ， 

HEAD PU WO Ф) 


oq XTQX + HTREY + Y b £ C, #, 2) (1—5) 


i 二 | 


并 采用 向 量 写 法 ， 可 得 
H=- -y (X70X +07) +РҮСАХ + Ва) (1—65 


由 此 可 写 出 化 随 方 程 为 
一 380 — 
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-Sy = Р- QX – Атр (1—7) 
Ра) =0 | cig) 
由 于 控制 z 没有 约束 条 件 ， 利 用 最 火 值 不 理 ， 可 得 
ӘН о. – Ву + ВТР (1—9) 
Ән 
由 此 可 解 出 
# = К ВТР 61—10) 


将 它 代入 系统 方程 (1—3), ЖАА (1—7) 和 条 件 
C1 一 8) ， 原 问题 就 变 成 下 列 两 点 边界 值 问 题 ， 


X= AX+BR-'B'P, X (n) =X, (1—11) 

P= - АТР+ОХ, PG)=0 (1—12) 
上 列 方程 是 一 组 齐 次 方程 。 这 就 后 发 我 们 假设 伴随 方程 存在 形 
AA 

PG=- YOX) (10—13) 
的 解 ， 其 中 1 (四 是 待定 的 矩阵 .将 上 式 代 入 方程 (1 一 11) ， 
给 出 

X = АХ ~ BR-'BrY X (1—14) 
59-37180, HE (1 一 13) 两 边 求 导 ， 并 代入 方程 《1 一 
12), ХЖ 

P= -YX- YX 

= – A'P + QX C11 


利用 方程 (1—13 Яд (1—14 ， 并 移 项 后 ， 由 上 起 可 得 
СУА + АУ – ҮВЕ-:ВТҮ+01Х = 0 (1—16) 
因为 上 式 必 须 对 所 有 非 零 的 X (办 都 成 立 ， 这 就 要 求 
-Ү=ҮА+ АТУ -YBR BTY + Q (1—17) 
Е ASS EF РВУ, BETY Bjszx лд ШШ. E 
面 的 方程 实际 包含 еба + 1)/2 个 纯 量 被 分 方程 ， | 


== 
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从 方程 C1 一 8)》 #1(‹(1—-13) НМ 8 jJ, ЖЖ (1 一 17) 
ВЧ 2: ЯЕ 
фы! (1—18) 
解 出 满 是 终点 条 件 《1 一 18) Hte rE 170900, 
由 方程 (1 一 13) W (1—10) 就 能 把 最 优 控制 
ВО = — R“! yB (DY (X CD 
= KG) X (t) (K.: -RBYY (1—19) 
ЖЯ Ху 袁 款 出 米 。 据 此 便 可 以 实现 如 图 7 — 2 НТКУ ЙН 
控制 ， 应 该 强调 指出 ， 在 此 情况 下 得 到 的 反 饶 Mü Ë, JA Jy Ec 
(1—19› 显然 可 见 是 线性 的 . 
Hi. mA HO—6) XJ z 的 二 阶 导 数 为 


由 此 人 癌 知 为 正定 的 条 件 保 证 了 二 数 了 对 # 存在 最 大 但。 
1 给 定 一 阶 系 统 


йы лый 
2 
各 性 能 指标 
Е ды йй 

] өз | aa, adi 

K pe 5900), 
f 在 此 例 中 

A= В-1, Оет, Кебе 
将 它们 代入 方程 《1 一 17) ， 则 得 歼 卡 提 方 程 

一 y = у = БҮЗ e", y (у = 0 


此 方程 的 解 为 
YO a 
因此 最 优 控制 


— 382 -一 
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z Су с — l ete C веет) lx (O 


| 


те ны 1у (eto: | 1 


为 了 熟悉 矩阵 歼 卞 提 方 程 ， 再 举 一 个 例 了 于. 
例 2 ж Br 


0 0 
各 性 能 指标 
J= f OC Лх ушн 
n 2° ion 
>K P: IC PE qil. 


Е ЛЕЖЕ 
A= [9 17, Жү o [1 0). Жел 


0 0) 1 „00 
将 它们 代入 方程 《1 一 17》 。 得 入 隆 获 卡 提 方 程 
(s; 0 Olye oyj ijraga 
кк ЖЫР о )у Y| J E0 HIY 


在 下 方程 中 ， 代 入 
Y= [> | 


"_ Fe Ya Р 
JnR, ИҢ 
PERMEATE кр „ы ы ү) 
о 10 >| жол | то ш 0 
| . [2-1 s 
Жел уд, 
它 实 际 上 代表 下 列 三 个 方程 ， 
ыз еы WU 


= 一 
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P= Уб) = 0 
fini 27, УС) = 0 

解 出 这 些 方程 后 ， 代 入 方程 《1 一 19) 就 得 到 最 优 控制 
С) = — R 'Bry X 


= Fr Ха 

БУ 5 8], БИЕ ТЕХ ЕВР Р. АР Җ-К 
已 经 很 复杂 了 ， 

顺便 指出 ， 单 纯 把 性 能 指标 泛 卫 改变 一 个 常数 倍 ， 最 优 控 
制 规律 z* (六 不 发 生 任 何 变化 . 

现在 我 们 来 解决 调节 器 问题 的 第 二 个 问题 ， 即 求 最 优 和 性 能 
їн ра ИХ (人世 。 其 实 ， 从 前 章 第 四 节 的 方程 【4 一 
23) 


oF* 
P: = ~ Әх, 
ЖҮРБӨ L * {ЕЕ ШЖ ИЕ. 39 EAS АЛА Е, 
р „ӨК * | 
ах 
Ж КАЗЫ (0—14). Ш 
\ осы Ту 
- Y (DA (0): Ич 


Шиш. РВЕ 
VA XN, = LXTDY XD 
Кш ЖП ЕЕН А Е n] у Же НЕЗ CER HE HW. TE 
此 情况 下 ， 此 方程 取 如 下 的 形式 ， 


OOAID Dinl ler QO XO + 
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r 家 一 =- TF 
rR |2 0000512 EXO | 


(1—20) 
RRE tA КЁ 
VICK), D = XIDY OXU) (1—21) 


将 上 式 代 入 方程 《1 一 20) ， 得 到 


二 XYX "Ры FS 4554 + a Кай ХТҮ(АХ 


н‘): 2 
+ Ва) | 
或 
а= М СХТОХ + Rg 2 ХТҮ ЛАХ + 
2ХТҮ Ви) (1—22) 


5 ЕНА # 的 导数 等 于 零 ， 给 出 

s Rat oBTYX=0 
HI JH: f 

к= – ROBTYYX (1—23) 
将 上 式 民 入 方程 《1 一 22;) ,并 化 简 . 则 得 

Хтүх = – XTQ- YBR OBY + oY AJX (1-24) 
因 世 是 对 称 阵 ， 需 要 把 右 端 揪 号 内 的 矩阵 也 写成 对 称 阵 ， 利 用 

ОХТҮ AX = XTY A+ АТҮЈХ 
ША Е (1—24) 写成 

хтүх = -Х'О-ҮВЕ-ЗВТҮ ҮА + ATYIX (1—25) 
Pokop АЕ X GO нз, KAES 

-Y=YA+ ATY -YBR BTY +0 (1—26) 
写 出 此 一 等 式 时 ， 我 们 利用 了 上 式 两 端 都 是 对 称 和 矩阵 的 事实 ， 
此 方程 的 终点 条 人 忻 可 以 根据 如 下 的 考虑 得 到 .根据 国 数 三 * 
CADRE, BAMA 
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ГУС fii = © 
由 方程 《1 一 21) ， 就 基 

XTY GOX, = 0 

Y (8) = 0 (1—27) 
这 就 是 方程 (1 一 26) н Е, 

容易 看 出 ， 方 程 (1—26) 及 其 终点 条 件 《1 一 27) 和 方 

E (1—17) 及 其 终点 条 竹 (1 一 18》 geimi. ТА 
解 也 完全 相同 。 这 就 意味 着 ， 对 于 具有 二 次 型 性 能 指标 《1 一 
4) 的 线性 系统 《1 一 3) 米 说 ， 凡 要 求 出 歼 卡 提 方 程 (1 一 - 
17) ЖМ Н Ж (1—18) HR, 那么 根据 方程 (1—15) 
їй ‹1—21) 就 能 把 最 优 摊 制 «* (т) 和 最 优 性 能 指标 函数 
СХС, ЛЕНЕ, HOT R Se ЕЧ}, ЕЕ 


BB #2 zÇ, 
ЕЙ Fi EREA. W 
X=AG X BOn, XG) = X, (1—28) 
其 中 控制 # RAAR, AG 41640 ЖЕЕ ЕЙ). EPERE ERZ 
Ра 
1 =-у]., (XOX = aRU udi (1—29) 


ДЖ ФОС) Ж  , Ж, PETE, Асу Ж E, АЖ, id E 
ЕЕЕ, ШИШЕ ](1—25) 5 FR 8 BJP ti: Es aj 25 

д") = -RDB (DY (i) X (t) (1—38) 
它 是 状态 X (O ERX, ТЕ ERE J bp ЕЕ ЖО) 
X CE) (1—31) 
ЖХ НУ КЛЫ, BPR Үс) EIk R-RE 

-Ү-=ҮА+АТҮ-ҮВКА-Ү+О (1—32) 
а д РЕ 

I = 0 (1—32) 


的 解 . 
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这 里 有 儿 个 问题 需要 补充 说 明 ， 

1， 在 满足 定理 的 笨 件 下 ， 函 数 久 * GREE, HURI 
хау 的 二 次 型 ， 此 一 结论 是 可 以 严格 证 明 的 ; 

2， 由 于 控制 规律 《1 一 30) 是 线性 的 ， 容 易 实现 闭环 控 


m); 


З. ЯПЖЧПЕНЙ ](1—29) 380 А F RR ЖАШ 


MBER * (1—31) ЖИЙИ T ERR Г. 
4， 如 果 泛 随 了 到 更 一 般 的 形式 


J =L XTUJSX U) +4 f (ХТОХ +a Ra)dt 
La = V r) 
(1—34) 
HARTER- ki JE (1—32) 的 终点 条 村 和 应 改 为 
Ypes ( 1—35) 


之 外 ， 其 余 结论 没有 任何 改变 。 条 和 件 (1 一 35) 可 以 用 变 分 法 
НЕА], ХАТ Г. 
H Y Bd Es e ЯНАУЛ Н, ЕК. 
йз 给 定 一 阶 系统 
0 
РЕВЕ ТЕ ИКТЕ ЕЙ 
Ј архе) +-- CD + dt 
ЖЕЙ феа 和 最 优 性 能 指标 Т”, 
Жо EEP 
А= =. 81, Q=2, R =1 
代入 方程 《1 一 17) , ТКУ 
Y=Y+rY 2, YG) =S 
用 分 离 变量 法 求解 此 方程 ， 有 
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ДҮ 
yal y o 


分 母 配 方 后 ， 两 边 积 分 给 出 


= dt 


3 

或 

-二 coth- Үк \=г+ C 
由 此 解 出 

Yi 一 L. + Эңапһ[ _ 3, Ci 
或 

Y (t) = - 1 | З coth! - 3 C, \ 
A j £ A ЭЕ |1: 

Y (1) = 

И ж 
1. 4=0， 坟 =]。 这 时 利用 终点 条 件 可 解 出 

C. -1.84530 EF 
由 此 得 

ҮС) = -了 + 二 tanhl CESES 845) 
四 而 节 优 撑 制 

a* (D - Kx = — R '!'BryYy' Y 

= [0,5-1 5Stanb(-—- 1.52 + 1.845 1x (t) 

最 优 性 能 指标 

Ji 的， 的 =- Тох 090 0.5+ 1.5tanh(— 1.5t + 

1.845)1Üx (t 
将 #* (NA RAN E u) WE TH bz T£: 31 £B 
— 388 一 
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* 下 a + і 一 К+ Р 
x* (f) s cosh(— 1.52 + 1.845) 


MERIHAAN, Æ AA t=1 时 
x*(1)==0.328x,s- 0 


就 是 说 ，x* (i,) 并 不 一 定 等 于 零 。 为 要 使 x*:1) 等 于 零 ， 则 控 
WERA. MERAJ AEETI. 


2. 5=10, 4410. H4 5 26 t|: 
Y (10) = ~ ЕЕ: ooth{ — -TO a 
2 а 
-= 10 
可 解 出 
t = = Jp. 1425 
由 此 得 
У) = – 0,54 1,5cothí-1.5t+15.1425) 
而 最 做 控 制 


À (HxH = 0.5- 1.5coth(- 1,5# 

+ 15.1425} ww (2) 

He iÈ TE BB TR PF 
Мж (D, tJ =Z (DC- 0.5. + 1,5coth(- 1,54 

rl5.1425Y1x (D 

将 好 代入 系统 方程 ， 可 解 出 


еру = А 


ШОП ы sinh <- L.5! +15.1425) 
ТЕЖ ARA] A= 108] 


* ( Ар х 
х* (10) авуз 1495 S nh(0.1425) Ü 


这 是 合理 的 ， 因 为 i = 10, EERE, хв) 应 该 变 
得 小 些 ; BEERA, Kat 了 = 10， 在 泛 男 J 中 多 了 一 项 限制 
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х С ВУ, ВЗК xDD T. ВАН, i 越 大 ， 
S ЖД. х) ЖАМ, 

在 图 ?7 -一 3 ERIA Y КОЮ БИЛЕБИ, Ë 
А ДА+ ЖЕ. #85 й. 


ко г O| 12 3 45 ега ою 
moo 2 
-0.22f а 
-0.4 =i 
-0.6 一 
-0,8 =. 
— 1 “1 vanin 
5-0,0 1 (b) 
са) 
图 了 一 3 


1:2 无 限 长 时 间 的 调节 器 问题 
无 限 长 时 间 调 节 器 问题 жш ол 阶 系 统 
Хау=- АЧУХ Оз В я), Хо) = X, (1—36) 
ээл) 和 ВОР) ЕЗЕП, Жр ЖЕ EH FE RE TE PP ZZ ВА 
J =+ Í OOOX жатва суй 
Capa 
ДИЕ B Be РЕТ #* О) K r K ТЕНЕБЕ ДК СХ О), 
і), HPOH R (22 2y | ЖОЕ БЕ Х] ЖО ЕЕ AE E АЈ. 
А Ж“ IH, RTEA] НИЛ ТЕ 23 КУК, ARR TH E 
的 调节 器 问题 完全 相同 ， 查 正 册 为 积分 区 间 为 无 穷 长 ， 就 产生 
了 和 性 能 指标 值 是 否 收 敏 的 问题 ， 例 如 ， 讽 所 论 系 统 是 
клы pl лг ТАР. Т р ИЛ 
к | | „| = 
|. P ЕЕ Я И ы " 


马 其 性 能 指标 (1--27) 中 的 


— 290 —- 
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0-3) a=: 


"x= 


在 此 例 中 
СЕЕ 
ЕВЕР ЕЈ. ШМ x=0 时 ， 由 于 
х.) = Ü 


而 性 能 指标 取 极 小 值 . JE 3R J 8 9 


J* = j] ge'd i-> оо 


尼 古 个 无 穷 大 量 。 这 蕊 味 着 ， 问 题 不 存在 有 意义 的 解 . 

土 面 的 例子 说 明 ， 无 限 长 时 间 的 调节 器 问题 不 一 定 有 解 ， 
PERE, ERAH УНЕ РЕВЕ НОБ, WEE EA f. 
在 以 下 的 讨论 中 ， 我 们 总 作 这 样 的 假设 ， 

FARES J J, D Y G. t) ARRETE 


-Ү-ҮА+АТҮ-ҮВАЗВТҮ +Q (i —38) 
满足 终点 条 件 

Ti č 1 —3 9) 
ВЕЕ, Mi 

lim Y (#, h) = Y (1) ( 1—40) 
定 和 任何 上 时间 t ТЕТЕ. В. rE (1—38) 的 和解 .这 时 的 最 优 控 
制 为 

и* (D = -RDB 0) Y OXA (1—41) 

еже), Р = X (D V (D X (s) (1—42) 


ХАПСЕ, HEER EE Bd И D 68 ЇР] B BU 88 d: 2 
соо, ЙА ICE ЗЕ НЕШЕ, (B 38 加 一 个 完全 
BETERE TH oco HF, RERED 能 无 解 ， 例 
如 ， 在 曾 段 例 3 h, BRIA EA W E SB 

lim Y (r) ü 
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的 解 ， 
现在 让 我 们 把 以 上 有 的 结论 用 于 定常 的 情况 , 这 时 在 方程 
(1—36) НДӘ А,В (1 一 37》 中 的 矩阵 8 和 尺 部 
КНЕ, Някак, ВИЕ 


iim Y (t, 1,) = Y = 常数 (1 — 43) 
хр, SO Ed (1—38 WERT a FHAS E, 
Y A+ ATY- YBR-BrY L Q= 0 (1—44) 


解 出 这 个 方程 ， 再 利用 (1—41) 和 《1 一 42) 就 得 到 s*a) 
入 *[CX(D, 四 有 时 称 解 Y ЕРУН, 
例 4 给 定 纯 量 系 统 
х=х+@, x(1) = х, 
和 性 能 指标 
] F (х® + 22) dt 


ЖЕ J Hub B B Et tE РЕ ИП ЖЕ IË FE ВЕЗЕТ. 
Ж ”此 时 的 黎 卡 提 方 程 为 
PY = YL tO 0 
此 代数 方程 的 解 


— 


S r n 2 
负 值 的 了 不 合 题 意 ， 舍 去 ， 出 此 得 
aD = — (1 +, 2 )x (D 
В. 


基本 [TD = 一 


将 zw*(1) 代入 系统 方程 ， 可 得 闭环 系统 的 方程 
Z= —.⁄ 2 x 

Віну 3 13 28 
We 

苔 此 可 将 #* 表 为 时 间 的 函数 


=s 
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а) = C+) eum 


ЕЛЕЕ 


XL = 2, 
RAKS ИН, 得 到 
Vexi 2.5 


这 表示 最 优 性 能 指标 值 
е J. (саж Сог Lamay ы 


1+6 
2 


建议 读者 自行 验证 此 一 结果 的 正确 性 ， 
为 了 加 深 对 以 上 推理 的 认识 ， 我 们 设 上 例 中 泛 函 J 本 的 积分 
ЕВ 5397 А, П aa 1, Вр 


J шы] к + g?) Zt 


7 
ха 


2. 
此 时 黎 卡 提 方 程 为 
-Y=2Y --Y:+1, YG, t) = 0 
AY Pa SP рН 
ДҮ i 
Га 
两 边 积 分 ， 得 
1 х 9 PY = 
шыл] РР 
КАКА Ет М {+ С, 
ERER 
_ 2 + E, =) NETTET 
r r = s 
W F 
Y Ci, i) = 0) 


== 352 — 


= = ы 
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代入 上 式 ， 得 积分 常数 
ТОР А 
voel 
经 过 简单 将 理 ， 交 可 解 出 


„Мыл О АРА ао е. 
1 С.ехрг24 2 (1 — 202 


. 


+1 


„ы +, 2)C,cxp[2. 200-0) 6и 2 1) 


1 -+ C,exp[(2, 2 G (£ — 2) 


#Ф C, ВИНА БХ, Fihn. waf 
exp- 2.7 2 = _ ___.. 


(2 +1+ (Р erp 124 3 (6—20) 
FRE, C WEE Е 


YG, 4) = 


Y G. f) = 0 
ER n] EJ Ж 
Ya ies ав 26-2 ____ 
С 2 — 1+ (2 2 +1)есхр(2\/ 2 (: = 
由 此 有 
lim үле Е ЯШИ го s] 
р м 2 == [ 


这 同上 例 结 果 完 全 一 致 ， 
1-5 局 服 机 问题 
以 上 讨论 的 调节 器 问题 根据 实际 需要 ， 可 以 作 种 种 排 广 . 
比如 让 系统 的 输出 跟踪 某 一 指定 的 状态 СР), э ЖЕЛТ ИНЕ 
机 问题 ， 
伺服 机 问题 ”给 定 # 阶 系统 ， 其 状态 方程 和 给 册 方 程 为 
Хйау=л(фб@фуХау+В(ои(‚,Х(Чу = X, (1—45) 


Z (t) = C ét) X (ш (1—48) 

其 中 输出 Z RR AG. ВО), CO 是 连续 的 ， 给 定性 
能 指标 为 
= 94 = 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. Ё і пергі пі. com. cn 


了 = Lf UZ- (2-39) +a Riedi (1—47) 
H 


其 中 心心 和 站 怕人 分 大 是 连续 ， 对 称 、 尘 止 下 和 严 宪 的 。 现 在 哆 
问题 是 ， 确 定 最 优 控制 OERA ZOBU / 维 连 续 
澡 量 函数 ?7 人) ， 或 者 使 性 能 指标 《1 一 47) 到 极 小 位 ， 
我 们 采用 的 方法 和 解决 调节 中 问 题 时 的 相同 。 这 了 本 揭 瞪 密 
顿 函数 | 
了 [Pest - -ECCO X) СОТОСУ (E) 


Х (H-n ]— 1а) Ки) 


+P ACA X (0) + Васо 


( 1] -一 48) 
W HER OE EB, PP # 没有 约束 ， 可 得 
эг 0 = Сес + B! OCP COD (1—49) 
E 
人 
ӘХ 
+ ATOPE) (1—00) 
HTAA GESHE, ШРЫ РО) 的 终点 条 忻 为 
Р) = 0 11—51) 
从 方程 (1—49) , р н 
в) = RO (Пу O PD (1—52) 


将 它 代 入 系统 状态 方程 (1 一 15) ， 并 结 台 方程 《1 一 501 和 
条 性 (1 一 51〉》”， 原 向 题 就 变 成 下 列 疯 点 边界 信 问 题 
Х-АХ+ВЕ-'В'Р, Xú): X, (1—53) 
P= — Ара СТО(СХ у), В) = 0 СТ 50 
ГИ as | RB LAA EAP Гр р рс. AE 
FRNT S. e RTRA 
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PG) = — Y (02 K Ç + EE) (1 —55) 
将 它 代入 方程 (1 一 53) ЯП (1—54) ， 并 加 以 整理 则 得 

CY -YA- Y + YBRAIBY -COCIA=—E 

— АЕ + Y BR'B"E — СТО» (1—56) 

土 式 去 端 是 个 时 间 函 数 与 状态 变量 忒 的 溢 积 ， 而 右 端 单纯 是 个 
时 间 函 数 ， 要 上 式 对 诉 有 的 状态 变量 XX 成 立 ， 只 能 是 

-YYA- ATY -YBRIBY -С'ОС = 0 

-g ATE+YBR BE- Ст 0 


即 
-YÝ=YA+ ATY -7 了 BR-IBTY + Cr0C 《1 一 57) 
- = (47 - YBR BYE+C On (1—58) 
根据 条 性 《1 一 51) 和 方程 (1—55), рУ G) #B£ (站 的 终 
点 条 和 件 分 别 是 
Y (t) = 0 (1—59) 
Eti)= 0 (1 一 60) 


解 出 方程 C1 一 57》 和 《1 一 58) 满足 终点 条 性 (1 一 59) 
和 (1 一 60》 的 解 ， 利 用 公式 (1—52) 和 《1 一 55) ， 就 可 
以 求 出 最 优 控 制 为 
#* (у= -ROB OT ORD EDI (1—61) 
由 此 看 出 ， 它 实际 上 世 含 两 项 ， 一 项 是 状态 X 的 线性 函数 ， Б 
调节 器 问题 的 解 (1—19) 相同 ， 代 表 负 反馈 的 调节 必用 ; Ж 
一 项 是 的 线性 函数 ， 而 由 方程 (1—58) я], E (PD RHE 
于 (和) 的， 所 以 它 代表 由 跟踪 值 3 站 所 狼 的 一 种 驱动 作用 ， 
L L. Bi d Et ANA AARENSEN mt AAH 
大 时 ， 我 们 就 不 作 一 般 介 绍 了 ， 人 妈 举 一 个 例子 简单 说 明 一 下 。 
例 5 ж АЙС 
у ro 1с, 0 x (013 Сх 
А ЕЕ h ы 
(1—62) 
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和 性 能 指标 
-3f Cex 0 dt (1—63) 


解 其 伺服 机 问题 。 
解 ” 在 此 例 中 ， 旭 令 


TaN, 
=[1 oa 全 
则 性 能 指标 可 写成 | 


Тр о р, 
] =- | А EE: 7!) F g J) 
从 而 有 


fo 1 fo _ кү 
А=|% 1 В=[%). О=1, В -1,С=г1 07 


完 设 t, 不 为 无 穷 大 ， 出 黎 卡 提 方 程 《1 一 57) 变 为 


ee 


J, J, J 
-[” 2) 2 Co 1202" a 02. 
Fa Fy | 1 Ta Fy 0 
Ë УС.) |=[° °] 
Fa cE) Takt) “0 0 


化 简 后 得 
M ñ | я Ж, T] JuTs | 


l: ' 1 
P КИР Ё F: — Y, Y, 23 2 = Fa 


HH 
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[S] її 1%. — 


~ x. —4. (1—65) 
AVTA éo ARR AE —58) ЛЕ ДЕФЕ (1 一 60) 
ИЙ. ыу (1—58) RiT EEE 


“| С! | СЛТ УВЕ B": [ & J+ coy, 
| i | 
r Ë ` | 


-iO OS r n 0 i 
iLa 0 - | ВЕ ГЕ E | “©› 
+11, i 0 Ср), 
Lo] ~ 1 — Jy L£, 5 Ü 
k. ¿E | i | 
а gr) ~ 
令 со, Bj 2=0, j y, Ж э, 的 称 访 值 代 入 上 一 J; 
=, 可 得 
6, 一 人 一 Ü 
sia Есу 0 
Бо a = 常数、 则 得 
2 = Жут 
x од 


С 代入 方程 (1 一 65) ， 得 在 此 情况 下 的 

和 
7, - 1—67", 则 由 方程 组 

Ë, Ee 一 #915 С (fj = 0 
S рыз z 601) = Д0 

ВЕШ оо 时 存在 极限 的 解 
= = su ol бв а 
0 ор 

Je u A FE (1—65 . HEIR GL F AIR 8 EG qi 

-—398 — 
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ы ] 
g = — хх — v 二 =. -— БВ 
А ol Qk ey 
Рел 
1 一 f 1 = 一 ! чыз = e 
ста ИШ 
НУ 


абу, 


BL E PS PE УТЕ 7 — 4 BOR, 


2 
а "т + 
Е: і 上 


Е А ТИИ. ВГ РКЕ ВЕЗАНЕ АЧК 
М Ж. ait ra И КЕШТЕ БАДу, 原因 在于 ，; 
多 数 的 实际 系统 可用 这 种 系统 来 损 述 ! АЈАНТ ВЕ BH gë Уо 
АН; 最 优 控 制 规律 是 线性 的， 量 优 性 能 指标 函数 是 二 次 型 的 ， 
БОТТИ МҮН ТТЕ; 能 进行 严格 的 理论 分 析 . 


第 二 节 ДЕНЕНИ ЖЖП 


АЕК ИДЕ ЖЕП ЖОШО И. ШП. HRA 
H SPARED MABIBI г ЕДК, HEER а ВЕБЕ А AQ BITI 
из, ИРЕ ИЕ ОАЕ (Bang-Bang) 
原理 ， 我 们 就 从 这 一 问题 开始 叙述 。 在 本 节 我 们 要 应 用 琉 小 什 
原理 ， 日 的 是 让 读者 熟悉 它 ， 没 有 其 它 特别 的 原因 . 
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2-1 ВЕ 0 

РРР ИА, ЖК ЙЕ ЕВ Ж ЕИ, АКСЕ E ШИРЕ z 都 
RERE Ae ЖРТНЫН, MERRE “ИШЕК” 
的 控制 。 一 般 籽 讲 ，“ 用 劲 最 大 ”， 歼 果 未 必 最 优 ， 四 此 产生 
-AR ma F, EERDER- Дт 我 们 有 #H 
下 的 结论 。 

ER ПЛЕ ТРОЈА. Э ДВА ле) 为 分 
— Вр. x ps FE, 

. ЖЕҢИ # ERA PE URETRA, БП 


X = АХ), 12 + B2X GD, а) (2—1) 
至 于 系统 本 身 可 以 是 非 线性 的 ， 
2， 控 制 ORARAA 
¿= ye (2—2) 


或 写成 
cfg En Пий, ё=1, 2, ша +? 
з. ТЕВЕ ЕТ ВИ РАЈЕ: 
Í = 三 САС) Ot РУСК G, озн) yd (2—5у 


即 控制 4 ТЕШЛЕ анаан БИЙ. 
4, ЕГА, АЛ 上 上 只 有 有 限 个 时 刻 2, EnH 
LF CX G), Ру PTG BLN (D paS 


го аам) 
UEFE, ERREA 
其 中 的 POM X GD ДЕД ШЕШ УЖИН, FER 点 代表 揪 号 
Рур АЈ & 个 分 量 。 
证 明 这 时 系统 的 哈密 顿 函 数 (UL 5 Tr SF EB 3) 
ИСС РО» ж Пт, Уе XO 22 
Fa САФ), OatD + РУО (ALK О), + ВОХ ОЭ, а (р) y 
(2—4) 
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AARAA H АРЕ B] z 而 育 是 线性 的 ， 所 以 使 它 取 最 小 值 的 
far, МАЕ LX, + РОУ ВЕХ СРУ у> 0 
р {FT (XG), РС ВЕХ Р), 005,0 
(2-—5) 

根据 条 件 4 ñL H, Ж ИРЕТИН 2 z, C) ЖЫЛ БЕШ НЮ 
数 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

ГНИ, га. 

mi 给 定 二 阶 系统 


Ё = 


Е. 0 
及 约束 条 件 
= 12 Wely £19 
运 确 定 把 系统 转移 到 原点 并 使 性 能 指标 


Ј = і (хуз вт 204 


取 极 水 值 的 控制 所 应 满足 的 条 件 ， 
解 ” 应 用 最 小 值 原理 ， 写 出 系统 的 哈密 顿 孜 数 
Н =x,+z= + 2#,+ P, (x, + Ka) + pot 
=x +b x: + (CA, + DD s + СА + 2) g, 
ШТ. {ЁН ИВ S 48 856 tl 
w (D = – віра p,(t) r 13 (2—6) 
iD = -signi A, (t) + 2. Le 
хи ВС 2,00) 二 1 或 [PCD + 210ТЯЕЯ ЕЕ, e GA я, СЕН 
应 由 + 1 变 为 一 1, WAHR. EEPE, БУРЯТ ИНЖЕ!!! 
在 有 限 个 时 刻 为 堆 ， 所 忆 s 和 (Р) WEDE “绝对 
{н 41) БХ, ВРЕТ 181. 
ЖАНР, ИЕТ ЛР. AAAH, KAH p 
与 # 有 关 的 部 分 是 
(A+ le, t (b 2)%, 
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Е — 3 [J Et 
— | - -¥ | 
#= k al Dit (h 2) L w= gu +a, 
Шон Ер pk —. 28: h] Ht BJ 38 Tt FH 


peu Patila, + CA F 218; 


TSK PIR ЖАЛАҢ. ARH Ben sI. ЯНОШ, JE 
uk — 4 12 (ә Б IP] BU 5) ЫТ, 

P-e 
ШЕ ЯЗ 


Ф. М = — [h+ De (ф,— 2) 2, 
ЖЖЖ, YP RERA, АЕ, АШТ—5 
Бару, 
1, Ж ИН В Ф.о 
Бе КЇН, [| Г 7 的 Z wi ME 
控制 域 的 顶点 上 ， 妈 此 例 中 


ESENDAL. Vog% 
RR ERa ,上 ; 24 
外 在 第 二 е; ТЕТ КАУ. 


T, ЕЖЕ. 这 分 别 相 当 
十 


г 


1232] l [z = —1 
| 利 


NU = —— 
2. 4 lj; ШЕН]. Keng RAE о Фак 
最 大 值 ， 即 终点 在 И, V, ЛЕБИ Ш. KHF ZEE 


ИИЙ? ФЕ; 轴 问 向。 慌 示 向 量 多 的 六 分量 等 于 零 ， 在 此 例 中 
ip 
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A 十 2 Е Ü 
—- x.- 3 
ш AASA t bs hr K hi. HR 


# = — 1 
= + RE 
出 理 ， ке» H у НУ, BUS 
下 十 1= Ü 
Н, 25 
СЕЛУ 
а +1 


клк, рр РРА Ун (2—6), (2—7) дур), ВЫ 
HRA signx М < Эр ДЕЛУ [Р 
以 了 的 讨论 是 对 基 一 男 定 时 赣 г Lep. 5 : PHT, IJ E 


P pti 2 E 20: ЯР, БП P ШИШИ ТЕ # 8022 55 ЖОПЫ B ДА S 
1 РН Зр А) I i. ЮЛ [И az ln] P P Ej AB 1 li |p] [p] ES 
BEAP ыы, ИЖ ФА „ЖЕТ EZ J jr En {ЕМЕ 
БЕЗНЕ ТУ Ж L. GART АХАР: Ф ВЕ лр 
2), Pred m e ЙТЫ ЛУ, RO 22 58 SA E P ТИТИ 
АП. WEH, CATAE п REDE aAA, 

ВЛЕЕ О РР ЫЕ ЈК, НЯ 
HFI WR Е ЈЕ КНБ. AA, ЛЕТ А7 
Em, ПЛАНО. Eia TERN, 

2.2 连续 最 速 控 制 系统 

为 恒 于 说 胃癌 题 ， 我 们 只 讨论 定 当 的 系统 ， 

最 速 控制 问题 给 定 # ПАЯ 


Х= AXG) rba), ХО) = X, (2—8) 
其 中 控制 0O ЖЕ, Кери 
— 1л (25)11 G= 
MERED: MEHE BRIA С) EA 
ыйыы 
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БЕЛИ pA, MI Prae MEE. 
要 司 问 题 对 任意 初 态 玩 上 有 解 ， 需 要 加 个 笨 件 ， 系 统 是 完全 
能 控 的 ， 妈 系统 的 能 控 性 罕 阵 
САЛ, Ab, e, АД (2—10) 
的 秩 等 于 系统 的 阶 数 r SWAER, H EGERN, ЕЖ 
最 优 快 速 癌 题 的 解 存 在 ， 卫 唯一 
此 一 问题 可 以 看 成 是 终点 时 刻 /, 可 变 而 性 能 指标 
J =} (104 (2—11) 
RJAR, БТ), Ер РУ Л ЕЗ RE h 
问题 的 一 个 特殊 情况， 尽管 如 世 ， 由 于 它 电 已 所 具有 的 一 些 辣 
要 性 质 ， 仍 有 必要 作 专 门 的 讨论 ， 
根据 景 小 值 原理 ， 这 时 的 哈密 横 函 数 是 
НІХ), PC u1 + PEAX (ғу + Р (bg ПТУ 
(2—12) 
ЖАН REDE SS 33 E (2-9) И 
aQ) = ~ sign" P? (26) (2—13) 
因而 
HEX (ü, РОЛ = 1+ РС) ИХ СР) РУ) 5 (2—14) 
由 于 孝 数 只 不 显 含 时 间 弯 量 上 ВЕЕ PC СА, 上 


НХ OD, P(0802= Ж (2—15) 
又 由 于 终点 时 刻 4 是 自转 的 ， 应 有 

HEX (O), POJ „= 0 (2—16) 
将 方程 (2—15) (2—16) АЖК, EIERN ERE 
AJ 上 

НСК), P(023= 0 (2—17) 


其 中 AORA РО) 相应 为 最 优 轨 组 和 共 态 变量 . 
这 时 的 哈密 顿 正则 方程 取 下 列 的 形式 


уш a 


Ур ДХ) ~ isign CPEi (2—18) 
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ан. 
ӘХ 
可 以 看 出 ， 伴 随 方 程 (2—19) ЯРА. НОРО РУ 
制 问题 有 唯一 解 ， 可 以 推断 方程 (62 —19) НЧЕ. В, 
如 了 (9 在 一 段 时 间 办 等 末 零 ， 则 由 方程 《2 一 12)》 , WAH = 
1, 这 与 方程 《2 一 17)》 FA. ЮН ГЕНЕҢ. 3R44849 8857 
论 问题 的 解 ， 如 下 所 述 ， 

Fe yE РАЈА РЕР аР) 由 方程 (2—13) m 
一 确定 ， 将 它 代 入 正则 方程 ， 得 方程 《2 一 18) 和 (2 一 19)， 


Pes = — Атру (2—19) 


其 满足 初始 条 件 和 终点 条 住 

хи) = Х, 和 Хауз 0 (2—20) 
ВЕ ВАН ВВЕ ХЕС 和 共 态 变量 PO, ТЕБЕН, 
ZE., EA 

HCX* (G), P*0D3)= 0 (2—21) 
因 上 了 式 恒 等 于 零 ， 不 能 用 来 确定 终点 时 刻 i ARES, AE 
利用 其 它 的 性 质 ， 


例 2 ”有 一 单位 质点 ， 在 :=0 时 位 于 点 М(1,0) АК, ЭФ 
以 等 于 2 的 速度 沿 x 轴 方 同 运 动 。 现 在 加 一 个 为 200, Жїн 
合 它 尽快 地 返回 原 上 成， 了 且 停留 在 原点 上 。 已 知 力 所 受 的 约束 条 
р 

— н (ФУ) +1 (2—22) 
求 所 加 的 力 e(O. W НИНЕН. 
解 ” 写 出 质点 的 运动 方程 


X = lE) (2—23) 

令 х=х, 将 它 化 为 状态 方程 ， 
бү, (2—24) 
Ха A (2—25) 

根据 题 意 ， 易 知 其 初始 条 人 性 为 
x (0) = 1, х„(0)=2 (2—26) 
一 405 一 
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这 伴 一 来 ， 原 问题 就 化 为 ， 把 系统 《2 一 24) ЯП (2—25) JA 


世态 
5990 1-1 (2—27) 
wa (02 25 
转移 到 零 态 的 最 速 控 制 问 题 ， 
在 此 二 中 
da o Л = б 
р 0 1] 
因此 有 
H 1- PN. pg (2—28) 
Жуз -sign A. Ut) (2— 30) 
伴随 方程 为 
руз Ü (2—-307 
Ё= =й, (43—317 
HEREA 
P Ct) = С, (2— 32) 
Бе эел к (23—33) 


由 于 系统 的 初 态 和 终 访 都 已 给 定 ， 共 态 变 景 РО) В 有 初始 条 
性 或 终点 条 件 ， 其 中 C, A С, 是 待定 的 常数 ， 方程 (2 一 33) 
表明 p(y 是 1 REAR, ИЖ 
C s д 

AAR ВЕТЕ АСНА РУР, ШЇҢ 7 一 6a ВГл. |а 
规律 (2—29) AEK, ПЕНН А ЕРЕ t oB EEA, 
ERZE TETT Rt 22] БЫ В АРЕ В ЦН. П 7—6b Bras. T 
面 的 问题 是 ， 要 进一步 确定 于 刻 ¿ 及 а" 的 基体 极 性 。 

为 手 述 方便 起 见 ， 我 们 引进 相 平 面 的 概念 ， 所 谓 相 平面 ， 
就 是 以 相 变 量 x, 和 ох. 为 治标 轴 的 平面 。 此 平面 上 的 点 是 与 
系统 在 所 论 时 刻 的 状态 成 - -一 对 应 的 。 和 如 坐标 原点 是 与 系统 的 
TARAS A. А REA S HF E ERS Сх), O, 
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х= 
x = +] 


实际 就 是 指 系 统 在 时 刻 

t 的 状态 。 反 之 亦 ЖА. 
MERTENS 
问题， ВЕЕ Pe Pë 
ПИ. 3 Z # 2 E AHF 
面 上 原点 之 前 ， 共 及 加 控 
制 不 是 + IRE- 1, Ж 
们 需要 求 出 那些 只 加 … 1 
或 只 如 - ІАЕ ВЕ Р 
到 太原 点 的 那些 总 .内 
汐 ， 从 任何 点 开始 要 到 达 
E. ШЕ f ph < ws 
点 。 求 这 些 点 的 简便 办 法 

是 引进 时 间 倒 转 的 概念 。 
当 控 制 为 - 1], Ж 

统 方程 变 为 
(2—34) 
(2 -一 35) 


经 过 思考 就 能 明 自 ， 系 统 在 上 =0 时 从 点 X, 在 f= tf 时 转移 
到 原点 这 - :事实 ， 与 系统 让 上 .0 MARRE t= — £, 时 转移 


到 X, 这 一 事实 是 等 价 的 。 因此， 
х\{(0) = 0, x,(0) = 0 
下 来 求解 上 列 方 程 组 ， 得 到 


и 

кү = ш 
х. =? 

把 代 成 -所 :得 
к= A 


=. кез Е 
х = Fh 
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我 们 在 零 初 始 条 忻 


(2—36) 


(2—37) 


(0—38) 
(9—39) 


— 4017 一 


ЕШ КИЕНЕП, ЭЖЕ КЕЕ ЫХ» ШЫН + 1 时 
ВЕЛЕВ „ЗЕ ДА Ж. $ n 不 断 地 变化 ， 状 态 X, 就 在 


图 7—7 


相 平 面 土 描 出 一 条 曲线 。 由 于 # (ий) 只 能 取 负 GRE) 值 ， 
它 实际 上 是 半 枝 抽 物 线 ， 即 图 了 一 了 上 上 第 四 象限 的 曲线 。 再 重 
复 一 句 ， 这 条 线 上 的 任何 一 点 ， 商 代表 的 是 那些 只 加 + 1 控制 
就 能 转移 到 夫 状 态 的 状态 ， 

同 理 ， 我 们 可 以 求 出 加 一 1 控制 的 举 枝 抛物 线 ， 妈 图 7 一 
т 上 第 一 象限 的 曲线 。 这 曲线 上 的 任何 一 点 ， 所 代表 的 是 那些 
只 各 一 工控 制 就 能 转移 到 零 状 态 的 状态 曲线 上 的 箭 冻 指明 了 
系统 状态 转移 的 方向 ， 

图 上 的 两 条 学 枝 抛物 线 在 原点 相遇 ， 合 起 来 称 为 开关 曲 
线 。 因为 不 在 此 曲线 上 的 任 一 点 ， 要 想 转移 到 原点 ， 必 须 先 转 
移 到 这 条 线 上 。 而 且 一 转移 到 此 线 上 ， 控 制 # 的 极 性 蕊 上 就 得 
改变 ， 好 和 象 起 了 一 次 “开关 ”的 作用 . 

我 们 现在 可 以 来 回答 开始 提出 的 问题 了 ， 即 加 奸 么 样 的 挖 
制 才 能 把 点 MOD 最 快 地 转移 到 原点 ， 根 据 问题 的 实 际 意 
X, УШИ ЕТ АЈА. AM- I 控制， 到 达 开 关 曲 线 后 ， 
改 为 + 1 控制。 这 是 因为 ， 质 点 在 起 始 时 ， 蚌 往 右 运动 的 〈 速 
度 =2)， 原 点 在 它 左边 。 要 反 向 运动 ， 自 然 频 加 反 向 的 力 ， 
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Ви – 1 控制， 又 因 质 点 的 初 it 
Zx J ТЕЛЕҢ ЕБ, АТ} 
然 要 转移 到 开关 曲线 上 ， 而 
和 且 使 控制 改变 一 次 极 性 ， 因 
紫 ， 合 系统 尽快 地 转移 到 原 
点 所 如 的 控制 及 状态 的 相思 
ЮШЩ 7 — 8 所 示 . 状态 转 
ЖЕ Ж 3F 2 АЈБ) А, Жї [s] 7 -— 8 
ЖЕРЕ RERA (参见 图 7 一 6) , 
现在 我 们 来 求 把 点 间作 :2) 尽快 地 转移 到 原 虞 所 需 的 时 间 

fi ЖЕТА 3—1 , ЖЇН 

i = fatta (2— 40) 
其 中 f Ж Ам, MUD ФИНН EAN ( 见 图 7 一 8) 所 
需 的 时 间 ，is 是 从 点 党 泊 开 关 曲 线 转 移 到 原点 所 需 的 时 间 。 为 
Ш, ЖИП b PE 

Xaa х0) = 1 (2—11) 

二 (2—42 
的 解 ， 可 得 相 轨 迹 村 N 的 参数 式 方程 


ыы с. (2—43) 


S = = ¿2 D (2—44) 
随 着 时 间 的 增加 ，*， 单调 地 减 小 ， 表 明 状 态 的 转移 是 从 М 
Заула МАЈ. 请 去 参数 上 后， 得 


ARHAR MN ERMAR. 由 于 点 N #EjX< 2648338 
上 ， 把 出 方程 (2 一 38) 、《2 一 39) 给 出 的 点 外 的 坐标 代入 方程 
(2—45) , 1% 
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ШИГ Hi 

к= 
将 5 代入 方程 (239 ,并 利用 方程 (2 一 44) ， 可 解 出 

a ery 
检测 得 

S 

ОСО Ыр) 
П А Ü 6 ЛИ Л1 

Ж (1) = | = Оки б 

б] дал 5:18 2(1+ Z 32 


就 本 例 说 ， 当 划 + 1 控制 与 ~ 1 控制 时 ， 相 轨迹 分 别 是 两 
ПИЛ, mE (7 一 9) 
所 示 ， 这 尽 不 对 验 证 的 ， 国 
№, RAAS 9:104 
w CAT, Ж ЇЙ ШЕШ 
- 13 +h HE F EF, 
##+ 13232 1. Е 
HR, TRR EA 
次 。 如 在 开关 和 出线 上 上 ， 控 制 
根本 不 需要 改变 极 性 ， 这 里 
自然 产生 一 个 河 题 ， 对 于 一 7—9 
ARRAK., ЭСИН 02000 АЕА ЗЕ J: Е И 
В), CHRR, БНО РОН 26. IB IH ie 
ЖА: ЕЛЕН, HHP IE EAE, ТЕГ ЈЕ ВЕ. 

2.3 一 个 关于 开关 次 数 的 定理 

定理 ”系统 (2 一 8) 在 约 上 束 条 件 “2 一 9》 FERRE 
控制 时 ， 如 其 系数 失 阵 本 的 特征 值 全 为 实数 ， 则 其 开关 次 数 最 


= 110 


T -mr 
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多 不 超过 (а- 1) 00, Ep ”为 系统 的 阶 数 。 
证 明 从 方程 (2 一 13) 


д) = -sign PNA (3—46) 
W PLE H, im ЗВЕНЕ НА р 
CDAPT (2—47) 


ИЧ Ж ДОЗ КАНЫ (9-1), JE Е ВИЛ. Т, АТН, 
方程 (2—47) 中 的 了 是 伴随 方程 《2 一 19) 
P= - ATP() (2—48) 
的 一 组 非 零 解 。 由 于 此 方程 是 名 系数 线性 齐 次 方程 ， 根 据 微 分 
方程 理论 可 以 作出 结论， 由 方程 (2 一 47) ШИ АС (t Z 
是 一 个 s 阶 常 系数 齐 深 线性 微分 方程 
(z'm (p q z Gn (fy tA GO +a G = 0 
(2—49) 
ИЖ. ШШЕ ЖЕЙУ НЕКЕ — 17 нр TE Ч. ER 
定 ， 托 阵 刀 的 特征 值 全 为 实数 ， 记 及 方程 《2 —49) 的 特征 信 
也 全 为 实数 。 这 神 ， 所 要 证 骨 的 就 变 成 :特征 值 人 为 实数 的 
# 阶 种 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 任意 菲 零 解 ， 其 零点 数 不 能 超 
a-e. 
我 们 采用 反 证 法 ， 证 明 ， 方 各 (2—49) ЕСС), 
Козы со ie НИТЕ 
一 结论 成 立 ， 和 定理 就 随 之 成 立 了 ， 
ЕЕ D. ИПЖ 


A £ 
Эс dxo 
因此 方程 《2 —49) 可 写成 
DsG + z DG ta, DPG + a,G = 0 (2—50) 


记 些 方程 的 特征 值 为 4,» Аа А іб х, 避 们 全 是 实数 ， 这 
样 可 将 方程 (2 一 50)》 写作 
(D-4) (D-2) DNIGU) =0 


— К — 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


我 们 知道 ， 一 阶 方程 
G60) - ¿GOD = (D-4)GG = 0 


WIAR Са), MW >. MEESTE, ИДА] TP: = 
1 的 情况 ， 结 论 成 立 。 设 结论 对 于 (x 一 了 的 情况 成 立 ， 我 们 再 
证 结论 对 于 z 的 情 帝 了 世 成 立 . 
由 于 特征 值 全 是 实数 ， 方 程 (2—50) 可 以 分 解 为 两 个 方 
FE.: 
(D -Apg = 0 (2—51) 
МІ 
gG = (AD— 45 (D - Ау: (D — 1 DG (tD (2—52) 
利 下 头 一 个 零点 ， 可 得 区 数 OESTE, ЕН 
(D -àp D — 15... (D — АС) = 0 
它 已 是 4- 二 阶 的 方程 了 ， 它 的 解 还 有 G-DATA., Wi 
BRZ COBERT, 
G = 0 
WP, ФТС ЕАН Т, MEFE 2 一 49) 的 特征 值 全 是 实数 ， 
H W COA я КЕ ДУ, MM Со) дне pP; F 
之 ， 它 的 任何 非 零 解 的 零点 个 数 必 至 多 为 (7-1) 。 当 方程 有 
重 特征 值 时 ， 证 明 方 法 相同 ， 此 定理 首先 是 由 费 尔 德 巴 蒙 给 出 
ЇР}. 
在 前 面 的 例 2 中 ， 系 统 的 两 个 特征 值 都 等 寺 零 ， 符 合 定理 
的 条 性 ， 所 以 它 的 开关 次 数 最 多 为 一 次 ， | 
Ета йе ярар р ЖЕ G БЫ Rh Ey РЕЈ а С) Эра] РЕ 
的 情况 。 这 时 定理 的 结论 应 改 为 ， 控 制 СО BS AE y BL u (D 
的 开关 次 数 景 多 不 超过 (8-10, 
ТЕ Ела Н 2 中 ;我 们 给 出 的 是 分 析 解 , 即 拒 控制 表达 为 时 
HEA. JEA, WERZA, PEHA: W 
REAREA, HeH я ВУ р ВЕ, 
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2-4 Z [a] 88 
为 方 全 起见， 我 们 将 问题 复述 一 下 ,给 定 # 阶 定常 系统 


Х= АХ + ёа, XO) = X, (2—53) 
及 约束 条 件 

– Таи 1 (2—54): 
设 系统 (2 一 53) 完全 能 控 , ЭТЕ ЖИЙ EH Ж ЖЕҢЕ Hi Bls | 
Ар ЕЕ О ЈЕТРА ЗК. 

RIEAN 

#3 -signi PT (152 (2—55) 
其 中 PGD 是 伴随 方程 

Ру = — ATP) (2—56) 
ВОН ЗЕ, n] Pi = pk 

POD = #4 Pe) 


其 中 世纪 是 PO 的 待定 终点 值 ， 为 了 便于 求 出 开头 曲面， 我 
们 仍然 利用 时 间 例 转 的 和 概念， 引进 变换 
T = #, — { 
及 
Ү(т) = ХО) = ХО - т) 
利用 方程 《2 一 18) ， 由 王 外 出 


aY 4х 
d< di 
= — AY (т) 4 tsignt РТ (peti (2—57) 


因为 了 00) = Хе) D9 ， 此 方程 的 解 为 


Y (r) = | bsipgnt PTG e Eda 
= [| obsigncpr ty ео (2--58) 
上 式 的 含义 是 ， 对 于 给 定 的 э 和 РГС) ШИЯ, 2 <= t, 而 由 
此 算出 的 状态 
Үс = X (0) = X, (2—-59) 
— 413 — 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


就 是 能 以 最 短 时 间 z 而 转移 到 原点 章 一 个 状态 。 给 定 РГС 
以 性 意 可 能 和 的 值 ， 就 可 以 把 那些 能 以 最 短 时 间 + 转移 到 原点 的 
全 部 状态 计算 出 来， 显然 ,决定 signcP CG) ,eA 了 的 不 是 P' (t; 
的 大 小 ， 而 是 它 的 方向 ， 因 此 ， 让 PQ) 遍历 以 原点 为 中 心 的 
一 个 单位 球 ， 就 能 把 最 得 时 间 为 二 的 煌 有 状态 计 算出 来 。 邻 
t, 变化 ， 就 能 把 最 得 时 间 为 各 种 们 的 状态 全 部 计算 出 米 。 当 
Pue h F += <, 等 于 零 时 ， 就 出 现 一 个 开关 点 ， 对 应 于 必 
жЕ] Їн] 
A (2—60) 

为 说 角 上 述 结论 的 应 用 ， 我 科举 一 些 例 子 。 

例 3 求 例 2 的 开关 曲线 和 最 优 控 制 综 合 函 数 ， 

解 ” 这 时 的 系统 方程 为 


ЫЛА «КЫГЫ Гад ы 


ЕН АВЕ: 
e“ = exp [ 0 1 Е 
L0 Ü- 
rfl | 
Lo 1 


将 它 代入 方程 (2 一 58)， 给 出 
1 eae Fl a | 
Y (т) = 1; [п С, (2), ptf )) 
F 1 | a 1 з | | P. f: ! 


、 
! 
=| ТГ [T sign ana + сода G—6D 


РН РС СОА, WERT, 它 只 能 在 
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ЖШ 
АЧ) 


时 出 现 一 次 开关 作用 ， 对 应 的 开关 时 间 是 
=, ТСТ 


为 了 求 出 开 美 闸 线 ， 我 们 来 计算 在 开关 时 间 系 统 的 状态 


XD =r J S [E вас а o- создо 
0 1 ЈЈ ьо 


性 


(2—62) 
在 积分 过 程 中 ， 由 于 
ry — r = Ü 
所 以 方程 (2 一 62) 可 以 写成 


ХО) = yes -[, ИШ [2 Jsigncp do 


O 1 r” 4 
| | Е r 
= | | 2 
0 1 Ta 
' Ta 
= відп 0202] > J (2—63) 
ВЕ 


ВА, дб) 22084, Жой 54 BJA PA JE 


х= <£, к= = т, (2—64) 
当 2,04) ОВУ, ЗЕ дА АЕ 

х; = - е, х= Ta (2—65) 
将 以 上 两 种 情况 欧 结 果 结 合 起 来 ， 从 中 消去 参数 ra， 得 到 开关 
曲线 的 方程 

x+ чех, |x] = 0 


它 是 一 条 抛物 线形 的 曲线 ， 如 图 7 一 7 所 示 。 这 条 曲线 把 整个 
相 平 面 齐 分 为 丁 部分， 上、 下 部 分 的 方程 分 别 是 


dl 
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Xy+ ш К: 2 Ü 


2 
和 


si 


BHRR z 表示 为 状态 的 函数 ， 即 


+1 在 QC ME 
g = 1 一 SIN[Lx, + а х. 7 е, + Lx x| 0 
一 EOD А Е 


这 就 是 本 例 的 最 优 控 制 综合 函数 ， 
附带 指出 ， 这 里 的 +, 实际 上 是 例 2 中 的 fi， 这 里 的 方程 
《2 —64) 就 是 例 2 中 的 方程 (2 一 38) 和 (2 一 39) 的 合成 ， 
例 4 给 定 系 统 为 
к=, 
X= — х,и 
其 它 条 忻 同 例 2 RFA Së AUB £ PE hl Sa Н. 
At ERRARE REEMA E 
El £ rÜ 1 Ni шы 
网 ч Ё = |] М ii 
ip ич = [1 0 
xa (0) x,(0)J Lo 1) 
的 解 。 将 此 方程 展开 ， 可 得 
R = хз, Х(0) = 1 
Жы =н» ыб = 
кые юн» W (Dy = 
kam т=н ЖОП) =] 
由 上 剂 第 三 、 第 四 个 方程 ， 可 解 出 
х.) = 0 
х.) = at 
将 它们 代入 第 一 、 第 二 两 个 方程 ， 可 解 出 
— 416 = 
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туе] 
ш) = | -g 


HH e ЖА # BJ 3345 E М: 


= [1 е? 
0) 8 


将 上 式 代 入 方程 (2 —58), й 


Po ЫШ Р + 


sign Ср, б), ооз | Е б | | |14 
Ё 


| С] Í 人 SAA 9 
Ü М g sa 


+ø {i ) (е7?) do 
RRE, M т. 对 应 于 开关 点。 因此 ， 当 rt< 之 6 于， 如 
sign[ ó, (š) 1-7") +P. СА (Ce) >0 


则 开关 点 的 坐标 为 
хад-Үвә-[ ОЁ"! e 
0 giv ù #7? 
2 pa 1— p'a ] (2—66) 
ё'“— 1 
友之 ， 则 
XG) = Уб = ü -i > “| (2—67) 
i~e“ 


从 方程 (2 一 66) 和 【2 一 67) 中 消去 套数 т, 就 得 到 开关 
H 28, 由 方程 (2 — 568) 有 


x G) = T + 1 - e" (2—68) 
wifi = e" — 1 (2—69) 
从 后 一 方程 可 看 出 xf， 此 
Te = Incl + x, (2) 1 (2—70) 
—41{ 一 
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特 方 程 (2 一 569 和 《2 一 70) 代入 方程 (2 一 68) ， 可 得 


wifi + x (2 — nel rT alte) d= (2—71) 
由 方程 (2 一 67) 有 有 

x (t) = ea 一 1 一 rs (2 — 72) 

x (k) l-E" (2—73) 


从 后 一 方程 可 看 出 x,G0 0, [ИЩ 


1 | 


而 

cu 921-6 anl] . (2—74) 
将 方程 (2 一 73? 和 (2 一 74) 代入 方程 (2 一 72) ， 可 得 

хб) + xli + nll Jefta 1 = 0 (2—75) 
考虑 到 GARRAS, ÆFA (2—71) ЯП (2—75) 写成 
一 个 方程 

x + x,— {sigilix} lncl + |x] )= Q (2—7 B) 


ХЕ JP ЫЛ ge, E 
的 图 得 如 图 7 一 10 所 示 ， 

现在 我 们 来 确定 最 优 控 
制 综合 国 数 ， 直 毛利 用 方程 
(2—55) 反而 麻烦 。 根据 
ЕВНА РЭС КНЕ 
理 ， 这 个 系统 的 开关 次 数 最 
多 也 只 有 一 次 ， 开 关 曲 钱 拖 
相 平 面 分 为 两 部 分 ， 所 以 闫 
一 部 分 内 的 状 态 其 对 应 的 控 图 7 一 1 
制 # 是 相同 的 。 从 系统 方程 


хр = А; 


Хуп — x, + # 
不 难 断 定 ， 当 系统 的 初 态 在 x, 轴 了 (好 x:=0， 如 加 + 工控 
制 ， 则 开始 时 相 轨 和 迹 的 方 问 是 对 上 的， 这 就 足以 断 吝 ， 在 开关 
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曲线 的 直方 部 分 应 加 + 1 控制 ， 而 在 上 方 刘 分 应 加- 1 控制 ， 
因为 只 有 这 样 ， 系 统 的 状态 才能 转移 上 开关 曲线， 进而 转 到 原 
点 。 所 以 最 优 控制 综合 晒 数 为 


太 1 ЖОС Е 
# = | ~ 51@П1{х+ x,— {signis раб lx 72 在 其 它 点 
-] Ор E 


以 上 两 个 例 手 ， 其 系数 吊 阵 的 特征 值 全 是 实数 ,比较 简 
单 。 如 果 特 征 值 是 基数 ， 则 开关 曲线 就 复杂 多 了 。 为 说 明 此 一 
情况 ， 再 举 一 个 简 谐 据 萝 器 的 例子 ， 
例 5 给 定 二 阶 系 统 
SY 3 1vrx P 0 
М |. ,|[, |е 
ЖЕЗ ЕА) 2 ， 求 开关 曲线 ， 
Ae BERRAR Ey. 2 


pai [o= ча 
~ sinf cost 


代入 方程 (2 一 58)， 得 
YY (r) = Bà r -sin JS ~ ]зїва д, Gosine 


sin r Cosz ! coso 
+P) cossldo (2—77) 
H ЖЯ, 在 
р. 0.) 81пт + р, (6) Соѕг = 0 (2— 781 


时 将 出 现 一 次 开关 ， 但 上 和 式 有 无 穷 多 个 零点 ， 所 以 在 屁 便 中 可 
能 出 现任 意 多 次 的 开关 ， 求 开关 曲线 自然 比 以 上 的 例子 困难 ， 
其 其 体 求法 如下. 

方程 (2 一 78}) 可 以 改 窟 为 


PO) +P) sin(e +0) = 0, 
@=атс1 Раб) (2--79) 
а E Г 
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E ME FAE 

Ia ЕПТ 
其 中 z, 是 方程 (2 一 ?9) 的 第 一 个 正 零 点。 因此 在 最 后 一 段 开 
ЖЕН 26 ER AE 


XG) = Y (z) - | 


еа 
sign[(A,(# 5і по + pCt D cosoldo 
取 # = +1, BUDE 
sipn[ ptt)sing +A, CD cosel= -1 
参看 方程 (2 一 55)， 册 此 得 
x (f) rl — cosr, 
[ | —sinr, J 
消去 t 18 
(x, —- 1) '+ х2 = 1 
它 是 贺 必 在 所 人 10 EA 1 PSI, A х. СА, RAF 
ЕЛ EJ: HE, {ЕЛЯ = Е. 8 E BJ PA E 
NO — m) = Y (z, = m) = bs — sin И! Е 广 


sinira +r) Cos(r,+ m) l 


[70 + ү үп "Jda 


COSA бот СОБ 
Е [= siare [ео -1 a zeoste J) 
.— sinr, -cosrs dll ~ зіют, 一 2 sinr JÍ 
_ [ SOsrz,— З 
ри | 
消去 ти, 19 


(x, + Зу х=] 
它 是 圆心 在 吧 《 一 3,0) 半 径 为 1 的 圆 ， 因 >x, 是 正 的 ， 只 有 上 
半圆 才 是 开关 曲线 ， 
继续 以 上 的 计算 ， 就 可 将 整个 开关 曲线 求 出 来 ， 如 图 7 一 


一 420 一 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


Em. TERE, ТЕЛЕН Ж БЕЛА F — 1 控制， 下 方 
对 应 于 + 1 控制 ， 在 图 上 加 了 一 条 有 四 次 开关 的 相 摇 迹 ， 以 加 
WRAT PTER iG И БЕЛ, 


9 я —11 


2-5 离散 系统 的 最 速 控 制 
考虑 s 阶 定 党 离散 系统 
Х(Ё+1)= AX (8) + ёа (Ё) (2—80) 

对 此 系统 我 们 有 如 下 的 定理 ， 

定理 ” 若 系 统 (2 一 80) 是 状态 完全 能 控 的 ， 且 控制 # E) 
没有 约束 ， 则 最 多 在 z RES ЖИР) Ж PS EAS Ж 转移 到 
零 态 。 

这 个 定理 的 证 明和 第 三 章 第 二 节 定 悍 1 的 证 明基 本 一 样 ， 
就 不 重复 了 。 下 面 通过 一 个 例子 来 说 明确 定 #(Ё) 的 步骤 。 

例 6 给 定 二 阶 离散 系统 


Ме" | _ | 1 1] 774 кни " ет + 1-1 
х.(&+1) 0 s B lie 


xı <0) Г и 
рн | | Жз | 
m ЖОЕ АУЛ ЖЕКА DDR JE ЖЭКИ ВЈ 2 Пу Ж DL F 


== 
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市 。 其 中 工 代表 采样 周期 . 
解 ” 采用 下 列 记 号 


кы “О, дь ш (Ву, Аҗ[! 1 б], 
0 e` 


x. Ey) T 
ge ж 
L l-g 
可 和 将 系统 方程 简写 为 
A АХ, + dnt (2—81? 
因此 有 
X= AXT Фи, 2—82) 
Х„ = АХ, + Aba Ва, (2—83) 
根据 要 求 . X. -0， 由 方程 (2 一 83) ， 则 得 
Ab 270и, (2—84) 
将 上 式 代 六 方程 62 一 82)， 给 出 
X = = Ag, - (2—85) 
ЖЕЕ РЕ ЯДЕ ФЕ, Er a 一 84) 和 《2 一 85) Д3}, FE 
БЕЛЛ Ж 
X, XI EA -AH | 
# Ü 
代入 
СХ, Ур = Е “О, 
x,(0) wl) 
Co A -ATR = N -T-1 7- r] 
| 7 і = gT а? КЕ Рин 
可 得 
x 0) юні „e Т1 вї — ef -- г K H, | 
[с x, (1) | — g" 67—61 .# 0 
因此 
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了 


н H = j -T-—1 O T Ки xI?) 
1—41 g! — 621 х„(0) x, C1) 
___ E o pe Tte enra x, a) 

и КЕ s Ju 
为 了 能 清楚 看 出 s, 与 状态 x 的 关系 ， 在 上 式 中 取 采样 
周期 等 于 1 £b, тү 
ху [1 0.632] x,a Кы 


LO 0.368 0.632 
入 РГЕ — ad мі 
“2. 0 0.58 0,24-4х,(0) х,(1) 


MEA n49 

йыт uC) = -1.58x, (É) -—1,24x. (Æ), £= 0,1 
iR Жин. EMARE pl AAA, ШТ 一 12 所 
PRR. EEEE ЕП Ж AR 5 EET, M2 #P 
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为 便于 比较 ， 我 们 取 TT 了 = 0.5 种 ， 这 时 有 
# ЖШүү_[—5.1 —2.723rx 0) х,(1) 
B ЕГ 3.1 рен трн с. 
从 上 式 得 
#‹#у = —5.1x.(&)—2.72x,(&), А=0,1 
根据 此 一 控制 规律 ， 任 一 初 态 转移 到 原点 所 需 的 时 间 最 多 不 超 
Ж 1%, ЕЙ T=1 дун, ЈАНА ТРН 
规律 就 会 看 到 ， 这 是 等 增强 控制 e 来 取得 的 。 实 际 上 ， 控 
制 z(&) 总 受 有 限制 ， 不 能 任意 增强 ， 所 以 将 系统 转移 到 原 操 
所 需 的 时 间 自 然 不 可 能 任意 秽 短 . 
不 难看 到 ， 前 述 连 续 系 统 关 于 开关 次 数 的 定理 和 和 这里 得 到 
的 结果 有 雷同 之 处 。 但 是 ， 这 里 只 要 求 系统 完全 能 控 ， 对 痊 阵 
才 没 有 其 它 要 求 。 前 者 除 要 求 系统 完全 能 控 外 ， 还 需要 插 阵 本 
的 特征 值 全 为 实数 ， 此 外 ， 这 里 对 控制 > 全 有 加 约束 ， 所 以 可 
明确 地 指出 转移 时 间 不 会 超过 zT. 前 者 对 控制 # DA 
虽然 能 指出 开关 次 数 不 多 于 {x 1)， 但 转移 时 疗 却 可 能 很 长 ， 


PZT BEHERA 


现在 我 们 来 研究 燃料 控制 系统 ， 这 种 系统 在 宇航 问题 中 占 
有 蛋 上 豆 的 位 置 。、 比 起 最 速 控 制 系统 来 说 ， 它 荐 较为 复 沫 的 。 我 
HREF- AA NER. 
FE n 阶 线 性 定常 系统 
X = АХ + bn (3—1) 
系统 的 官 征 和 终 态 | 
ХО) = X, M ХО) = X, 
以 及 初始 时 间 2, 和 终点 时 间 A 都 是 给 定 的 ， 假定 控制 所 受 的 
约束 条 性 基 
| (3—2) 


— 424 — 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


并 假定 燃料 的 消耗 是 和 控制 的 神 e| 成 正比 的 。 现 在 的 问题 
是 ， 确 定 出 把 系统 从 初 访 XO Haaa Ха) 且 使 性 能 指 


PRIZ PE 

J = J lz 2] dt (3—3) 
RiR RRE ке С), ХШ ЕНЕНЕ, KAR E 
制 问题 ， 


对 于 这 种 问题 吉 典 变 分 法 是 无 能 为 力 的 ， 因 为 泛 函 」 中 购 
被 积 谓 数 很 本 不 满足 可 微 的 条 件 。 我 们 仍然 用 最 小 值 原 理 来 求 
Жї. 
ШЕ — [Ай ПУД Н E Ө ROE 
HEX (2), Pir) н (УЛ = |а 4 PONEAX (t) + ée] 
(3—4) 
AER H AEH 取 最 小 值 ， 应 和 
aen 19° руй <—<1 
| ~ sign P(N 的 ， Ре) ё} >1 
其中 共 态 变量 РО) ДБН 
P= ~ АТР 《3 一 61 
WEEE. HA KOW Хо) ЕДЕН. MEL Ро) 和 
Pao 部 没有 条 件 。 将 方程 〈3 一 5) 代入 系统 方程 (3 一 1)， 
结合 方程 (3 S). WARP LAA AE N, 
у ГАХ -baigncPp (0) 20, JPY) 4 >1 
LAX, IPT 006] <1 
P= - Атр 
其 初始 条 忻 和 终点 条 性 分 别 为 
Ху = Х, 1 ХО) = Х, 
зу НҢ Б) БАНКА НАНО АЈ ЛА, FU 2E — 
АҒ. 
例 设 给 定 的 系统 为 


(3—5) 


(3—7) 
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X = Xay X (Ü) = xp x (2 0 
£, = Z, xCD = х. х.(А) = 0 
求解 最 省 燃料 问题 ， 
# ”在 此 例 中 ， 替 密 顿 函数 为 
HEX GD, P(O, иу = |а| +p х, С) + pt) 9 (O) 
МЕЖЕ Н. Ж {ЕНЕ БЛ, БУИ 


1, Ёа) = 1 
g# (Ë) = 0, —1=1р,(!)<1 (3—8) 
бе, P 21 
pD = 0 
Р) = – P CG) 
A (iY у (3—9) 
СО С ( 3 — 10} 


ОЧРА ЕА E B TH BJ, ВТЕ НАЕЛ Bt BU 
PRRP A 3: EET E 6 C 和 C,， 其 具体 作法 如 下 .， 
共 态 变量 fp,( 站 的 图 形 是 一 条 直线 ， 可 能 如 图 7 一 13a2 所 示 
的 直线 。 这 时 相应 的 控制 *( 将 如 图 7 一 138 所 示 。 现 在 我 
们 来 求 加 上 这 样 的 控制 时 系统 方程 的 解 ， 
1. OLA, TERENE #= 1， 不 难 求 出 系统 方程 的 解 
хук Ех. 
х= - кх. + ig 
2. Eti, ERPE 50, 把 x(G 和 x) # 
HE. N.S S J E u] W. H 


x Kf = l L X; 


ba 
ху = hat xa 2 CE Ё) + "у + Wta + Хто 


З. «дї, ERP Ej = —1, B GoM СА EN 
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Hini. H REE 
Xali) = — (f — Bn) + I, + Xa 


КЕ ы, 
2 


x U) = + (f T X) (£ — ty) 


Í С 
+ Q Хх) СЬ) i om Xalat Xn 


е Fa 
т ЕСЕ kar: + Xala in 
EFAA, Н АРЕ 
хә) = 0 
хуб) = 0 
可 得 
Eg (Í B Р) + Ё + Жон == () 
р) р 
= „= + (f, + Xa) (f, _ Ía) t — S Pa T S; = 0 


从 中 消去 i;:， 可 得 
aT 


Ё 1 一 Xy) a 十 wawaku = x = 0 


求解 此 一 方程 ， 并 考虑 凶 p KT 4 及 两 者 之 间 的 具体 关系 


式 ， 可 得 
ia = = Ху di 2 Ж + AF Xag + 4х1) 2 
= h = Xag t GE xb + txa + 4500) 2 
利用 上 列 结 果 ， 并 由 方程 (3—10) 推出 的 关系 式 
人 
Ct- C, = 4- 1 
参见 图 7 一 13a， 则 可 解 出 当 控 制 апу +1, 0, - 13 ЖЫ 
С—С 20 


iy — i, {ү — м 十 А + 4х.) 
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С. = а G = ~-e — (3—12) 
feta (H — xio t LE Xa + 15.42 


W 7 一 13 


TERRE ODAC 0, +105001. 
由 于 所 论 系 统 的 相 轨 迹 具 有 对 称 性 〈 见 图 7 一 9) ， 经 过 思考 
ЖЕНА, ЖЕМС + 100, £): Oa 5): 10st) 能 
Сх, хь) 转移 到 原点 ， 则 极 性 相反 的 控制 上 100， 后 
002, 十 1C6， DIREA (Oxo хо) ЈИ. Н 
此 ， 把 方程 (3—11) 和 《3 一 12) 中 的 х„ 和 x; MEME 
就 得 到 当 控 制 为 [一 1; 0，+ 1 型 时 的 
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r} 


一 С, = е 7 { 3 —13) 
а ы а 4х1.) 


= = Í, + Xa _ 
С xb 9х. ах) 


在 常数 C, 和 С. ВА 5, ВЕЛИКА ЗЕ (3 一 
10) 有 时， 才能 使 控制 成 为 [一 1,0 ,+12 型 . 

这 里 还 需 解 决 一 个 问题 ， 给 定 初 始 值 x,,。 和 хь 后， 究竟 该 
用 哪 一 组 方程 米 确定 Сй! С, W? 利用 最 速 控制 系统 的 结论 不 
ҖЕ ДА, ` 0) ih {Н Z£ JF2 BH ЖҖ 


(3—14) 


x + Fe ЕА = Ü 


HEFE, EC- 1,0, +17) h Me, НС, 0, 1290) 
вз). AA, RAKET ИШЕ ЖЯ ЖЕ И кд. 
AREEN, ЖП 
жы k. l id 
PC] Er - 1, 0, +N. HAE (3 一 13y 和 《3 一 
14) 求 得 


因而 


Palt) = +1 和 РИ. = —1 
分 别 可 解 出 
„= 6-80 ь=--(5 +78) 
由 此 得 最 优 控制 
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r г 1 
71, (19506-03) ) 
“=! 0, Е x s los) 
| 1. [i 4 | 
在 图 7 一 14 上 我 们 定性 地 画 了 0O, вс) ML X (D BU S, 
在 这 里 有 几 个 问题 需要 补充 说 明 - F. 
1. ШТС 
E:: Sign {txt Tx, Xal ) 


по, wÑ nj jS AtA К F НЕДЕ S pÚ, 
се (3 一 15) 


Mi —  - — 


о = х ш ДЕР Nag Шш 42х02? 


Ü = ç 


С, š сиы 《3 一 16) 
C- х8, 2I Xa AEX na) Ë | 
以 及 
pD = (Cite Cp 8—— tisa 2 __ 
CF1 — xaT 251 Хар T 4х.) 
(3—17) 


2. 者 在 此 例 中 取 
k = L. e пее 
WARASE- 1， 将 以 上 数据 代入 方程 (3 一 15)》 后 ， 由 于 
і хі psf ех = = 80 | 
而 问题 元 解 。 无 解 的 道理 在 于 ， 当 把 这 个 系统 作为 最 速 和 控制 系 
统 时 ， 它 转移 到 原点 的 时 间 古 
t= 2(1 Fv 3224 
Ву 2. ЈЕ, BA EENH ГИ] £ Pe PE E 22 д ЖЕ РВ 
不 到 ， 当 然 更 谈 不 到 燃料 控制 了 。 
若 改 取 = 8 的 话 ， 则 可 算出 


1 
Ё) = — (5 — f 
МО) = ES- 
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而 
=B- 6, ft:5+ 6 
因此 控制 ecol =1 的 时 间 是 
8- (1-4) = 8-2. 6 <2(1+, 3) 


ВА т –-14 
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上 式 的 售 光 是 ， 如 果 作 为 最 速 拧 制 系统 ， 它 以 2 人 (1+w S) = 
5.46 秒 时 间 就 能 达到 原点 。 如 果 要 它 作为 最 省 燃料 系统 而 以 3 
秘 的 时 间 到 达 原 点 的 话 ， 那 么 为 节省 燃料 ， 它 加 燃料 的 时 间 仅 
为 8 一 2vw 划 守 3.1 秒 ， 其 余 4.9 秒 的 时 间 不 加 燃料 而 让 系统 坐 惯 
性 往 原 点 消 动 ， 就 是 说 , 消耗 时 间 以 节省 燃料 ， 可 以 推论 , 时 间 
t, Bk, BABE., WERE 的话， 系统 必然 象 图 7 一 
15 那 样 运动 ， 到 *: 而 小 于 零 时 就 合 = 0 而 停止 加 燃料 , 让 系统 
慢 慢 往 原 点 滑行 ， 因 此 n 将 趋 近 无 穷 大 ， 

3. 从 上 面 的 分 析 可 以 知道 ， 当 所 论 系统 作为 最 速 控制 系 
统 ， 它 装 移 到 原点 十 需 的 最 短 时 间 是 方程 

A ==] 


Pu F, M 


_ | l з AŠ _ 10) 
пех +20 Exato | (3—18 


这 再 作为 上 节 例 2 最速 系统 计算 终点 时 间 的 公式 ， 其 中 


Е sign( xa + ы] х ) (3—19) 


ХХ [а] HJ +H, A А9, 当 把 ху... A Fy 的 值 代 入 方程 (8—15) sk 
《3 一 17)》 BJ, $n RM y Pk S 
TF, ARKH, RAER 
料 最 省 的 ， 艾 是 时 间 最 快 的 ， 

Ema, HAC w Xa 
位 于 开关 曲 钱 上 时， 公式 (3 
一 18》 的 没有 定义 .但 根据 
极限 法 可 项， 这 时 罩 它 在 第 二 
战 第 四 象限 的 开关 则 级 上 ， 而 
С 应 为 一 1 或 者 +1. 

4。 在 以 工 的 讨论 中 ， 我 
们 没有 考虑 {7—15 
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IPr 000] =1 
的 情况 《见方 程 3 一 5》 „ WREE Era) AE ТЕ ЭХ Rh Të 
00, ЛАВЕ Н uba J 8 B #0) 在 这 段 时 间 内 是 不 定 的 ， 即 
-1 0 4 P'G206= +1 
0= (O) l 当 P78= -1 
而 相应 地 将 丰 在 这 种 情况 的 燃料 控制 问题 称 为 坷 异 的 否则， 
称 为 正则 的 。 我们 将 不 加 征明 地 引述 如 下 的 结论 . 

В 2-0 [Bang -0.Bang] 控制 ”对 于 完全 能 控 的 线性 定 
ЖА (3—1) ， 若 其 性 能 指标 泛 函 由 方程 3 一 3 ) 给 定 ， 
则 此 一 燃料 最 省 问题 的 最 优 控 制 必 为 秤 - 零 ЕРУ Н, ДЕУ в 
ЖЕН ВЕНА TI1、0 和 -= 1 的 分 段 常 值 范 数 ， 

此 一 结论 和 最 速 控 制 系统 的 评 - 寿 控 制 是 相似 的 。 


>] 题 


Ta 给 年- ВГ 
=н, x(0)-= х, 
+I FE BE JE EN TZ bB 
=> f'e + YT 
TA @ дё е С, ГУ, {УТЕ к ПУ ДЕ E 
2. ТА Е 
де - x+ u, x(0) = 2 
FI FERE tH TT 12, Е 
了 = Би? (1) +> f ezz + иу 
LA HR E ПЕ TZ ИЙ ДЕ} JN {Н НУ ЖЕ [А ЖК, „ 
3. 给 定 -- 防 系统 
Х=м, x(1) = 35 
PUTERE JP ЕТ 12 PR 
БИ з 1, 
J = x (D+ f знч J 
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ШЕ ЫСО. ME 7 aO pd, 
4. АЕС ИМАН 
=, х0) = 2 
k, = ~x; +H, Xy(0) = Ü 
TIPE BE TH PR 12 28 
J = Zxř (4) sf gedi 
RREA 7 ЕЕ НАЈК. 
Васа 


1 


„Ж чл к fo 
ео х= EB 


ЖЖ ЕЕЕ но, МЕЖ £= 2 RESER. ЖЕ 


Е [аа 
取 极 小 值 ， 
б. 给 定 系 统销 状态 方程 为 
T= ADX + Bu +E, ХО.) Xa 
iA GE GETE F 
J (хт) +f CXTOX катки 
2 Пе 


Ей ДУН ВУ НУ (K Pe MEA 
неу = RIB + ку 
其 中 
Y= —PA- ATV + УВК ВТУ 0, У) = 5(Һ) 
К = (YBR БТ- АТК - YC, КО.) = 0 
7. ВЕТЕРНА АУ 4 BUR y, ТЕШ ИШТЕ Ж. i 
ШВ АЛ АЕА 1, bVuERR Pa НАЗА а A E 358 ТАЖ. 
8. — ТЕТКЕ F Ph 382, ЗЫНАН TRAF 1 (9 
” 制 动 力 ， 要 让 物体 尽快 是 静止 下 来 ， 试 从 物理 直观 上 分 析 力 前 Man, Ж 
与 理论 结果 比较 。 
9. ER PAIT, ЖИ xz ШЕШ у phnom y O E 
и= (X, y), 1 0б, y) 
BY J SE EE СД B| АЕН, 相对 于 海水 的 速度 为 让, 现在 要 使 船 尽快 地 从 А ҢҢ 
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往 互 地 ， 试 确定 船 的 航向 与 x SRB Ө 所 应 满足 的 方程 ， 
10. 考虑 一 阶 系统 
£ = xaki 
з=н, el =1 
现在 要 计算 将 它 转移 到 原点 的 最 短 有 时 站， 先 算 从 起 点 (zi, х.) ER X H 
线 上 的 上 时间， 再 算 从 开关 曲线 上 上 变 点 到 原点 的 时 间 ， 试 AAA Е 0] 
最 知 时 间 泥 
a |x ;| 


ET y> - 


1, 
| z 
Ж = ! ~g v —4Х|+#Х›', X — T+“: |х „| 
1 
2 


| jx p Хр eeg Y: |х| 
(与 公式 3 一 18 半 六 3》 
11, = m mU pia 动 ， 它 的 速度 是 y ARTER S 
К=ва+}+фу 
bÑ ШЕ BH ДИ кд ЖЕ [5] Da п К ҖЕ ЖЕ] BJ p Sh а ро T Ж 
"1 
И. 


12. RATIER 
х= (9 тха [0], та 
ВЕ Ж ЖЖ А ЯЛАХ р АЕК, 
13. HELE ЕЖИК aS Uy BN 
Х={ -a 5090 Ма 


H. BA 5: 2 
х = 7i o] X+ [aje 1а 


RERA tit ИН 5% ЕИ ИИ a ЭС КАЮ ИЕ EE @нрїї. 
15. AGRA 


=? Оха [1 ја, Хер) = [3 xcs) =: 
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АЖОНУ РН 
J= f. єз d£ 


ЙО TE Т ВЕ te nl БАК, EH E E 


| _ і, (O, 3 — v 5 7 


#(#) = | 0, рну 5.53 у р) 


Ў + 1, [бо+ 5, 8ч 
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第 八 章 ”基本 估计 理论 


这 一 意 我 们 将 研究 一 些 简单 的 估计 问题 ， 一 般 地 讲 ， 根 据 
观测 数据 对 随机 基 进 行 定量 的 推断 就 是 估计 间 题 。 比 如 ， 对 扎 
辊 辊 继 的 估计 ， 对 飞行 器 飞行 状态 的 估计 等 等 ， 

估计 问题 的 最 优 解 ， 一 般 是 难于 得 到 的 。 但 如 加 一 些 简 
化 ， 设 被 知 计 量 是 不 随时 间 而 变化 的 ， 即 所 谓 静 态 问题 ， 设 
“最 优 ” 是 均 方 意义 的 ， 就 可 得 到 不 少 重要 的 结论 ， 

进行 量 测 ， 必 然 会 有 误差 或 者 噪声 ， 所 以 观测 数据 实际 上 
是 随机 量 。 视 被 竺 计量 与 观测 数据 的 统计 性 质 不 同 ， 而 有 各 式 
各 样 的 估计 ， 


第 一 节 “最 小 二 乘 估计 


最 修 二 乘 合 计 ， 是 很 老 的 一 种 和 估计 法 。 二 百 多 年 前 由 高 斯 
提出 米 的 。 为 说 明 此 一 问题 ， 我 们 先 硕 一 个 例子 。 
例 1 ЖИ ШКЕ, ШИЛЕЙ, —KAEF2204K, —{К210 
伏 ， 试 估计 电压 的 真实 值 。 
解 ” 取 量 测 的 平均 值 ， 即 
220 Е = 215 


TEJ ҤЕ ТЇН. 

RART АНА ЛЕШ ЛЕНЕ ЛУ ТИЗЕ. {ГАДЕЛ 
ЗИ? ТЕЩЗШЕ НЧЕ М. 

11 数量 的 情况 

最 小 二 续 依 计 ， 为 了 估计 未 知 的 数量 x， 我 们 对 它 进 行 了 
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k KEM, RWE 
TE X + es 2= 1.2... Ë (1—1) 
其 中 ;是 已 向 量 ，e; 是 第 i 次 的 量 测 误差 。 设 所 求 的 居 讨 情 为 


ы 


2, 则 第 7 深 量 测 值 与 相应 的 估计 值 六 ZERRA 


f= 5, 一 В. (1—2) 
和 将 才 次 误差 的 平方 和 记 为 
J(&) = Уу, h 852 (1—39 


能 使 了 站 取 极 小 值 的 估计 值 & 就 称 为 未 知 数量 x Е {Дд 
iF, 记 作 x*is，。 使 人) 取 极 小 值 的 准则 就 称 为 最 小 二 乘 准 则 . 
根据 最 小 二 飞 准 则 求知 计 利 的 方法 就 称 为 最 小 二 乘法 ， 
现在 我 们 来 验证 例 1 的 解 是 最 小 一 乘 估 计 。 这 时 由 于 A; 等 

于 1， 而 05) 

T) = 20-2) + (210—85)° 
对 上 式 求 导数 ， 并 令 它 等 于 零 ， 可 得 

— 2(220- 8) ~ 2(210- 9) = 0 
He H. n Be H, 


¿ — 202210 = 21548 
BERTE RE TOS) ASA B л. ЖЕЛ. 
HEEK., IAP Aik Т {Н < S Sa +B JE Jy ЖЕҢ 
Mesa 
.Ix = 210 


B Pk DZRH., MATASE STRA W PE BB 4 和 能 
WW, ХОЗЯИНЕ ЖЕН ЖЕП. 
тик АМ {ЕИ 8. ЖАНАЕВА, 10 
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= fa 
Е ‚| Н= а 
: | | | 
жр Р дь, | Ёр р, 
АЕ НЕ (1 — 1) 和 (1 一 3》 写成 
m= FIX е 


10) =Z- KRZ- НЯ) 
FECR ЈС 69436 248. Жн 


ЕДЕН =_= 2H! (Z Е Ня) 
Әх 
令 上 式 等 于 零 ， 就 得 到 

es (a 
参看 附录 .~ 全 11， 由 于 

Н?Н = M+ hit o а > 0 
所 以 

а? 


Ёё? 


— 


16) =2H*H> 0 


这 就 证 明了 我 们 得 到 的 2, ЖУЛ]. 


(1—4) 
(1—5) 


(1—6) 


(1—7) 


例 2 ХЖ ЖАТ ГИК Ы, МЕВА] ғ, 


ЕТЕ Жх Е (Т. | 
解 ” 这 时 的 甚 测 方 程 的 向 量 形式 为 


x“ í 15 K x 
ža |1, | Ë, | 
。 |! iX _. | 
: | | : | | : | 
x, ! 1 12 Le, J 
因此 
Ë 
| 
1 
H = 
Ш : 
1 ! 
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将 它 代 入 方程 (1 一 7)》 ， 则 得 


ол % 

x D ы 
ы к | | 
Хуу 一 k C 1 1 er. 1 J | | | 人 1 1 ren 1 Y | 

|  : | : 

| 4 1 ` ) са 


жЕ, e + x, 
— 
ЗХ rs tk ЙН НҮ tF JA, АЛЕТ HP НИТ. 
下 面 我 们 来 计算 估计 误差 ， 由 方程 (1—7›, 8 
¥ $, = (H'!H)!HTHx- (НҮН) НТА 
= (HTH) CHT (Hx — Z) 
= — (HTH) 'H*e (1—8? 
现在 我 们 设 量 测 误差 。 юл %. VÆR, EH 
Ee= 0, Бег = R 
БИШ тЇ PLS. {И Т 22 НУРУ {Н УЧ 
B(x— i.) = — (HH) CHT (Ee) = 0 (1—9) 
0 БРЕВНА У, ШИЕ НЭ ЛШ {Н 3 Г, BRAA 
ih И. WER, ЕЛЕНА, ЗЕТА ЗЗА Ы, 
ВРАНИ. 
利用 方程 (1 一 8》 可 以 算出 入 计 误 差 的 方差 
E(x— RY (xR OT = ECE HY H ee H (HTH) 
= (HTH CHTRH (HTHy}' (1—10) 
з БТЕ) 
220 = X +ë, 
210 = x + ë, 
其 中 量 测 误差 的 均值 和 方差 阵 分 别 为 
Ee, = Ee, = 0, 
гр ‚1[® 07 
a em 
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= 


求 司 计 误 差 的 方差 ， 
Ж FAHER 


n= [i] ®-[„ +J 


代入 方程 (1 一 10) ， 则 得 估计 误差 的 方 关 


E (x — 2, s) (х—8,„у = FEl 1 af 


_ l soz. 42 
= 2758 - 4") 


信 助 这 个 例子 ， 我 们 要 说明 两 个 问题 
1. J 的 极 小 值 在 此 例 中 是 
Jiao = (220 — 215)* + (210 — 215) 
= 50 


JER 
0 43441412 


= 20 


t 


它 并 不 等 于 估计 误差 的 方差 ， 而且 与 量 测 误差 的 统计 性 质 无 


K: 
2. 计算 估计 误差 的 方差 时 ， 必 须 利用 


量 测 误差 的 统计 性 


质 ， 在 此 例 中 是 平均 值 和 方差 阵 ， 人 居 计 误差 的 方差 越 小 ， 雪 示 


估计 上 值 的 置信 程度 越 高 ， 而 方差 的 大 小 县 与 
质 有 关 ， 世 与 我 们 所 采 导 入 计 准 则 有 关 。 关 
了 段 中 还 要 讨论 . 

1-2 向 量 的 情况 

现在 设 被 佑 计量 改 是 * 维 问 量 。 在 此 情 


量 测 误差 的 统计 性 
于 这 个 问题 在 第 三 


况 下 ， 关 于 最 小 二 


乘 估 计 的 定义 与 数量 捕 沈 基本 一 样 ， 需 要 修改 的 地 方 从 以 下 的 


叙述 中 可 以 看 出 来 ， 我 们 就 不 重复 了 。 


假设 对 买 进行 了 “次 量 测 ， 量 油 方 程 分 别 为 


Z = HK +e, 
Z,= II, + e, 


Z,- HX ке, 
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(1—11) 
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其 中 第 7 次 的 量 测 L 与 同 次 的 误差 o 有 相同 的 维 数 。 但 每 
个 Z, 的 维 数 不 -- 定 是 相间 的 ， 记 其 维 数 为  ， 则 第 ; 次 的 
RMEL H, 为 一 个 m x EE, 


我 们 将 全 部 上 次 的 量 测 向 量 复合 成 一 павету mM 


Пур 8, 
Pi 
РА | 2а. 
i 7, 
JPH Р/Н БЕ УМ ~ ah H ЖИМ Ур е 取 如 下 的 形式 
Ыы ё ` 
TI, g, | 
сЕ ` ` е =! 
"Ба | P | 
киң P 2 ЫИ yE (1 一 11) 写成 一 个 方程 


Z=H X +e (1—12) 


M-i M. ва] М +} 


而 这 时 按 最 小 - 二 乘 准 则 的 误差 平 方 和 为 
J XR) (д-н) - HŠ) (1—13) 
将 方程 【1 一 12) 和 (1 一 13) 与 方程 (1 一 4} 和 (1 一 
м Ш, ЗАО, BR Y НЕ ААУ, FE 56 E 
站。， 因 此， 应 用 相似 的 推理 方法 ， 可 得 在 此 情况 下 的 最 小 二 乘 


бн, 
x, ы= (НТН) "НУ (1—14) 
а кН M-i 
Р рх p 
X= X Ў,.= - (HH CH"; (1—15) 


£ Dr с 的 均值 与 方差 阵 分 别 为 
Fe= 0, Fee:= R . 
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则 得 估计 误差 的 均值 


E (X- Kid) = – (HTH) НЕЕ; = 0 (1—16) 
ИЫК НА, JEO WS, MATDB EEA 
EXXT.- (HYD КНН) (I=17) 


将 方程 (1—1. (1—15 和 (1—17) 与 方程 {1 一 
7). (1—8) 和 {1 一 10) 进行 比较 ， 立 即 可 见 ， 除 向 量 
及 矩阵 的 维 数 不 同 外 ， 其 余 完 全 一 样 。 但 有 一 点 需要 注意 ， 在 
被 估计 量 为 数量 时 ，(B7B) 是 个 大 于 零 的 数量 ， 其 W 必然 存 
在 ;在 此 情况 下 ，(H7 了 是 个 xx 上 矩阵， 其 道 不 一 定 存在 ， 在 
上 述 推 理 过 程 中 ， 我 们 是 假设 (7 五 )-: 存在 的 ， 这 等 于 是 假设 
ЖЕКЕН ШЖ Эл, МЕЖ KF s 的 ， 有 关 此 一 问题 的 讨论 ， 
可 以 参看 第 三 章 能 观测 性 的 相关 内 容 ， 
例 4 根据 对 二 维 向 量 习 的 两 次 观测 ; 


a к 
“= 4=[1]2]Х+е, 
RARD Ж ШИ. 


EO ”来 用 记号 
= -1 1 
Z, f Н, | ё 
ж Н, | fa 
4, “1 2 


则 可 将 两 个 观测 方程 复合 成 一 个 观测 方程 


235 ri 15 
1 | 1 x М — ë 
Aad д, 
这 里 , ЖЕНА 772, Hii EARS., HHB) F 


在 。 因 此 ， 利 用 公式 (1 一 14) 可 得 最 小 二 乘 估 计 
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1:3 WEE h — 3 iit | 

在 上 述 研 究 中 ， 我 们 采用 的 准则 (1—5) # (1—13 
对 每 次 观测 结果 都 是 同等 看 待 的 。 这 自然 产生 一 个 问题 ， 由 于 
每 次 的 观测 误差 不 一 定 相 同 ， 采 用 如 此 的 准则 是 否 合 理 ? nj 
3 来 说 ， 第 一 次 的 观测 误差 方差 是 8， 第 二 次 是 二 。 当 热 ， 
第 二 裕 的 观测 比较 准确 ， 因 此 理 应 把 第 二 次 观测 看 得 重 些 。 极 
端 地 说 ， 如 果 第 二 次 的 更 洞 误 姜 方差 是 零 的 话 ， 那 么 内 要 利用 
这 一 次 的 观测 数据 就 足 攻 把 尼 计 算出 来 ， 根 本 用 丰 着 再 进行 俯 
计 了 ， 现 在 我 们 采用 的 平等 地 看 待 每 次 观测 的 准则 显然 与 此 不 
符 ， 必 须 加 以 改进 。 容易 想到 ， 观 测 误 差 e; 的 方差 越 小 ， 在 准 
mM (1—5) 和 C1 一 13) 中 的 条 应 项 tx; 一 上 了 RY? sk {Zi 一 
HRZ- H.) 乘 的 加 权 因 子 就 越 应 大 ， 反 之 亦 然 . 

综 上 有 所 述 ， 现 在 我 们 来 研究 使 加 权 最 小 二 乘 准 则 

1) = (Z - HRYTHW (7 - НХ) (1—18) 

达到 最 小 值 的 最 小 二 乘 估 计 ， 其 中 歼 是 一 个 适当 选取 的 对 称 正 
ERRE, W = 了 时 ， 所 论 准则 СХ) 就 化 为 前 述 的 准 
则 }‹Х) 了 了， 由 于 数量 情况 与 向 量 情况 的 推理 完全 一 样 ， 在 这 
里 我 们 不 加 区 别 . 

利用 宅 阵 微分 法 ， 对 方程 (1 一 18) kF, JA 


ај Хә ©, н 
H (W +W1y(Z - HÁ) 
= —2HTW (Z Ну (1—19} 
СВ 14) . 2 ЕАР, ШИ X А ДЖЕ 
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估计 
Ri (HTW Н) 'HzW Z (1—20) 
出 此 可 算出 加权 最 小 一 乘 佑 计 的 误差 
X-X- mw- (НУН) ` HIWHX- (HWH) HWZ 
= (НТИ H) C HIW (HX Z) 
- - (HWH) O H'W e (1—21). 
若 设 观测 误差 6 的 均值 为 零 ， 则 有 
ECX - isy = – (HWH НТИ (En = 0 (1—22) 
所 以 这 时 的 Rue 是 无 偏 估计 。 若 设 с 的 方差 阵 
Бев = R 
则 短信 计 误差 的 方差 阵 
EXX” = (HTW H) HTW (Eee) Н еНТИ Н) 
= (HTW H) АНТИ RW H(H'W H) ~ (1—23) 
EER PER H Tü R ВАЧ, AER: ЈЕ РЕ 
W 才能 使 二 式 取 最 小 值 ? 我 们 厅 可 证 明 ， 将 只 给 出 此 一 问题 的 
答案 ， 当 | 
W - В ~ (1—24) 
H RAFA C 一 23) 达到 最 小 值 。 这 时 方程 (1 一 20) 
ЖП (1—23 相应 变化 为 Н 
X ise = (HIRO H) C'HIR Z (1—25) 
ЕХХТ- (HTR H)! (1—26) 
WEER, JE (1—24) EAMH., ER 为 对 
ЖЕРЕХ АЛЕНЕ. Кл, E КЕЈ А і 
观测 误 老 的 方差 成 反比 。 这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 
例 5 求人 鲍 3 的 加 权 最 小 二 飞人 央 计 ， 设 加 权 阵 。 


» 0 
ka [o n 
E ”利用 公式 (1—20) ， 直 接 可 得 
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tefo of Геор E 


-| (220w, r 210,„) (1—27) 
类 | — Ж, 


1 


XABA (1—23) пр ху 


zaara] тюш отер. т, 07 
Ей = |С1 i] ||.) Ж; 12| | 


Р w. | Ü wd 
[87 0` ol Ü |! Ж, J: 
| Сї 4 x 
p АИ „1, ү О, ж, G J 
с св + 4252) (1—28) 
(т, 十 8,5 Í I 


HELEH, RÆKJ Ж» їй». ЫЕ. 科 用 普通 微分 法 ， 求 
它 的 棚 小 值 ， 令 它 的 两 个 偏 导数 等 于 零 就 得 到 关系 式 

Вв = 4 m, (1—29) 
HAMRE- ARRATS EH wO 的 极 小 偏 戌 ， Аж 
ДЗ ЛЕ ЛИМ ҖЕ АХ ДЕЕ ТЕ Еси ЛЖИ чиз Жж БХХ?, 
这 从 方程 《1 一 27) 和 (1 一 28) 也 可 以 直接 看 出 来 ， 因 此 ， 
按照 美 系 式 (1—28) ， 我 们 可 取 

b= 87°, 1" 
ИП 


“87° 0 | 
= = 
这 同上 而 得 到 的 结论 (1—24) ВДА, {9 уә, ВНА. 
方程 (1 一 27) ， 得 


1 _ 
Ñ. = gori =F (220 x 8? - 210 x47?) = 212 


而 由 公式 《1 一 26) 、 这 时 信 计 误差 的 方差 
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П - (НЕН)! 
Í- | Ü М 
21 į; r ИГ 


把 它 同 例 3 的 结果 比较 ， 那 里 误 益 的 方差 等 于 20， 可 见 加 权 最 
小 二 项 悄 计 是 优 于 不 加 权 的 最 小 二 刁 信 计 的 ， 

这 里 容易 想到 一 个 问题 ， 还 能 不 能 得 加 以 改进 ， 使 滩 主 方 
ZREJE: RIDERE MERGE, ЖИШШ ЖИ 
Ph PITA ii EG АЙЗИ Н ТИЕЛИ 8 ДҮ. ARIUT 
PERA. БОЖЕ ЛЕЙ 0. TERRAE. 


зп ”线性 最 小 方差 信 计 


在 上 一 节 里 ， 作 出 最 小 二 乘 估 计时， 我 们 对 被 估计 晶 冬 与 
观测 2 的 统计 性 质 没 有 和 仔 何 要 求 ， 现 在 假定 ， 被 估计 量 与 观测 
的 头 两 阶 甜 ， 即 均值 EX 和 EZ, уу ЖЖ Var X Яй Varz RA 
Е Соу(Х,7) 都 知道 了 。 在 此 情况 下 ， 充 分 利 月 这 些 统计 知 
识 ， 对 估计 量 的 函数 形式 适当 加 以 限制 、 就 能 得 到 很 有 意义 的 
КЖ. 

我 们 限定 佑 计量 是 观测 Z реја Е ВА. ОЕ АУ 

人 (Z Yag BZ 
这 样 形 式 的 估计 称 为 线性 估计 。 它 有 便于 计算 的 优点 。 上 节 的 
最 小 一 滋 估 计 就 是 线性 估计 。 设 被 佑 计量 基 的 维 数 为 m 观测 
的 维 数 为 ww。 现在 我 们 把 问题 明确 如 下 ， 
线性 最 小 方差 估计 ， 限 定 估 计时 是 观测 Zz 的 线性 函数 


Хелу at BZ (2—1) 
其 中 a 是 待定 的 # 维 问 量 ，B 是 待定 的 nx m 第 阵 ， 而 使 均 方 误 
жр: 
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Er 及 一 让 (ZI 六 (ZY 


= EZX -a - BZJrX — a - BZ32 (2—2) 
EEPE ЖЕШЕТ (2—1) 称 为 线性 最 小 方差 估计 ， 记 


为 1. 
线性 最 小 方差 俩 计 也 可 以 使 用 下 述 浴 则 定义 ， 即 使 均 方 误 
差 阵 的 迹 ， 也 就 是 各 分 量 的 均 方 误差 之 和 
ТТЕСХ-ХС(У)УГХ-А(7)]Т 
= ЕХ -a -~ BZJ'CX — z - ВА) (2—3) 
EAEE 2—1 称 为 线性 最 小 方差 估计 ， 可 
尺 证 明 ， 控 准则 (2—2) и] ЕИ (2—3) ЖШТ ИЕ 
iH (2—1) 是 一 臻 的， 由 于 准则 (2—3) 计算 方便 些 ， 所 
以 我 们 以 它 作 根据 ， 
为 了 有 有 助 于 加 强 理解 ， 我 们 先 看 一 个 较 喜 观 的 例子 . 
121 设 被 和 估 计量 x 和 观测 xs 的 联合 分 布 如 天 8 一 1 所 示 ， 
试 求 当 x = 1 时 ，x 的 线性 最 小 方差 估计 。， 
#8 — 1 


Ё ХАЈН, БИЧЕ ЕНИ 
Nr = а +з 
根据 表 ТОНИК, ЛД s= -1，x= 一 3 和 2, 551, 
”二 ?和 3， 不 鸡 算 出 估计 的 均 方 误差 为 
Ек): [3- Ca + 本 5 一 2- (а — фу} 
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+ 2 (g Бул" 1-13 — (а +é)? 
= = phedi P` 
现在 要 确定 常数 “和 46， 使 上 式 取景 小 值 ， 经 过 简单 计算 ， 就 知 
а = 0. р 5. 


2 
时 ， 上 式 取 最 小 值 。 所 以 ，x 的 最 小 线 性 方差 佑 江 为 


n z 

Ag T” 
Hz = 1B), 47 

5 5 

rv [ p: 


EP BU h tat x 是 个 随机 数量 ， 计 算 比 较 简 单 。 下面 
我 们 将 给 出 急性 最 小 方差 合计 的 一 般 解 ， 世 就 是 给 出 使 《2 一 
3) 式 取 最 小 值 的 * 维 向 量 * 和 wx н Е B 的 一 般 表达 式 ， 

ЖНАЕУ, Hf 


-2E (X-a - BZ)" (X -a — BZ) 


_ E|. Ò Оа - BZ)'Ə(X — ¿ - BZ) 
а üz 


= ?F(R -a — BZ) 
= ia + BCEZ)- EX] 


CARE KID . S LASTE., fit 
а- ЕХ BE 


(2—4) 
PAER BRYA, njia 
O p T 二 
-E(X -a~ BZ (X — a — BZ) 
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= 
1 


а ү 
е ДЖ =т= X g 
ДЕ: М a ВА) ХЖ -g BZ) | 


= —2EËE/ (X ~-a- ВЛ) 
=2Г ЕУ" + ВЕДИО „ЕСЕТ 


( 见 附 录 一 例 9) ， 令 上 式 等 于 零 ， 并 利用 方程 《2 一 4) ， 


就 得 到 


ВЕРА ~ СЕА) (EZy'`— СЕХА —(ЕХ)( ЕЛ] = 0 


EAA GARWA МатА Соу (X, ZY, El 
В. Vard Сох, й) = 0 

由 此 解 出 
B= Cov(X, Zyt(VarZ)> 1 

将 它 代 六 方程 【2 一 4》， 得 
а=ЕХ-Соу(Х,7)(Маг^у (БУЛУ 


(2—5) 


(2=0) 


将 方程 《2 一 5) 和 《2 一 6》 代入 方程 【2 一 1) ， 风 得 线 


性 最 小 方差 估计 
,= ERX- Соу(Х, Z) (Маг) (EZ) 
+ Соту Ж, л) (Маги) Z 
= EX Соки, Z) (VarZ)> (2 — БИ) 
对 上 式 的 解释 可 参见 习题 18。 
512 ТА 1 的 线性 最 小 方差 合计 。 
解 RER 1 的 数据 ， 可 以 求 出 ， 


Ек =--(2+3-2-3)=0 


Ez= Alt+1-1-1)=0 

Varx = + r ( 25° + (aaiae 
4 2 

Ұата = ср рав (—1)°+ (— 1000-1 
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COv x, z) +-11х2+1х3+ (- 1) (-2) 
trOIO 


УАТ АХО ЕБ, Varix, Varz#lCov(x, х) 世 
EAE, JFIRE. Bp ПАК ШК АД (2—7), WA 


线 往 最 小 方差 俏 计 ， 
$. Ex b Cov(x, ху (Магы) (= Ex) 
ч мы 
РА 
当 % = 18}, 15 
和 一 可 


这 与 例 1 的 结果 是 一 致 的 ， 

比较 例 1 和 例 2 的 计算 ， 自 然 会 觉得 例 1 的 算法 篇 单 些 。 
不 过 ， 在 采用 线性 最 小 方差 估计 时 ， 我 们 所 掌握 的 统计 知识 只 
基 争 人 悟 计 基 革 和 观测 2 的 一 阶 利 二 阶 患 ， 它 个 的 联合 分 布 函 数 
是 不 清楚 的 ， 无 法 采用 例 1 的 方法 ， 当 掌握 的 统计 知识 更 多 
上 时， 我 们 将 会 作出 更 好 的 估计 。 

现在 我 们 来 讨论 如 下 的 几 个 问题 ， 

1. 线性 最 小 方差 估计 是 无 偏 怖 计 ， 由 公式 (2 一 7) ， 


可 得 
БХ, = ЕХ + CovtX,Z) (YarZ) "(EZ - EZ) 
-EX (2—8) 
这 表明 ， 估 计 误 次 
р N (2—9) 


的 均值 为 零 向 量 , 所 以 是 无 偏振 计 ， 这样, 均 方 误差 阵 就 和 枯 计 
误差 的 方差 阵 相 等 了 ， 央 此 ， 今 后 可 把 均 方 误差 阵 E (X - 8a) 
X ХуеВ E. 
wa, XL 为 元 偏 估计 是 意料 中 的 事 。 AA. JE (2 一 
— 4] 一 
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1) [руу E KAMAX) 
Хх ВА = а 
把 (Х- ВЈ) 看 作 一 个 随机 向 量 。 容 易 知 道 ， 当 其 佑 计 值 等 
于 其 均值 E (X-B) 时 ， 各 分 最 的 均 方 误 盖 之 和 【2 一 +) 
将 取 最 小 值 ， 这 是 不 难 证 明 的 证明 如 下 ， 出 于 
ECX — a — BZ3Y!CX — а ~ BZ) 
= ЕХ - EX) - ВУ EZy + (EX — ВЕЛ) - z" 
(X - EX)- BIZ -EZy + (EX — ВЕЛ) — a)? 
= БОХ EX) -~ BZ- EZy%xzr OX ~ EX): В(7 
~ EZ) + EX ~ BccEZ) — gay Г EX — ВГА) — a` 
+2 БЕХ-В(Кў7у— ТЕ (X — EX) — B(Z- EZ) 
十 式 中 的 藉 一 项 与 2 无关， Ra Ар, me ИДЕ 
ЗЕ Bj. КЕЛМЕ. VPR A р. KERA 


а= EX — BEZ) =EX-—E(BZ) (2—1ü) 
而 与 结果 (2—1) ЖН. AME- AR, SUA EE “(2 
к= š 得 出 

X = EX + B(Z — EZ) (2—11) 


立即 可 见 ， 此 一 估计 是 无 偏 的 ， 证 实 了 我 四 的 上 述说 法 ， 
利用 方程 2 一 11) ， 可 以 得 到 施 阵 下 的 另 一 求法 ， 将 方 
程 移 项 后， 有 
X- EX = BeZ— EZ) 
РЕЗИН ЗЕБ (Z EZ)r。 并 取 均 值 ， 则 得 
PON O EX) (Z БУТ BLIZZ EA/ EZ) 
Вр 
Cov(X, Z) - BVarZ 
由 此 得 
B= Cov (K, Z) (Varz)! 
这 实际 上 就 是 公式 (2—5), 
2. 线性 最 小 方差 的 估计 误差 方差 阵 小 于 最 小 二 乘 舍 计 的 
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估计 误差 方差 阵 ， 由 公式 (2—7› MHRA 
Х-Х-Х,-(Х- ЕХ) 
- Cov (X, Z) (VarZ) "(Z — БИ) (2—12) 
依 此 可 求 出 估计 误差 方差 咱 
EXX -E(X БЕХ) -Cov(X,Z)(VarZy-' (Z 
-EZR — EX) 
OV VAA и EN 
=- E (X ЕХ) — Cov (X, Z) (Varz) {Z 
- ВАХ - EX)" 
— (Z - EHD (VarZ) Cov(Z, Ж) 
= VarK — Cov (X, Z) (VarZ) Соу (Z, K) 
~ Cov (X, й) (VatZ) Соу (Z, Х) 
- Cov (X, И) (Мауд) (Varz) (Маг)! 
Cov(Z, Х) 
= VarX — Cov (KX, Z) (Мати) Соу (Z, X) 
(2—13) 
ШЕ (Varz) ЖЕ ЕН, Т.Е ЗА, {т Wa z Е dE ñ д 
阵 。 据 此 从 方程 “2 一 13) 就 可 作出 结论 ， 线 性 最 小 方差 估计 
是 优 于 以 三 改作 为 个 计 值 的 最 外 一 科 愧 计 的 ， 因 为 估计 耿 差 的 
TE pT. 下面 进一步 说 明 此 结论 . 
БЕЛА ЕЕН. Вр 
Z=HX +е 
HQH 
EX - X, \МУагХ-Е(Х-Х)(Х-Х) =P, Ee=0, 
Eee = Vare = К, EX- 0 
根据 这 些 假 设 ， 不 难 算 出 


EZ= HX, 
Var? = ECH OX — X) + 2 H (X — X) +e” 
=HPH"T - R 
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Cov Х, 2) = ГСоу (Я, ХЭЛТ 
= ECX — ХУН - X) yeg" = РН” 
将 以 上 结果 代入 公式 2—7), 8 
Х,=-КЮ+РНТ(НРН® + RZ- HX) (2—14) 
代入 公式 (2 一 13) ,得 
EXXr- Р рННРНТ+ R) HP 
- P- HTR-IHY-! (2—15) 
在 这 星 用 了 矩阵 求 道 公 式 
CP + HIRAI = Po PIT{HPHT RHP (9—16) 
Јр PENEMA ШЕН, Hi (P H RCH) АЗЕ Е 
TUN E, 19 
[= I+ PHIR“H- PHT(HPH?T + Ву TT HPH2R-1H) 
= 了 РНТЕ-Н- pH1*(HPHT. Ry (К+ HPH” ROH 
:= Í 
HFE P HRC IERRA, ВЕДАЕ (2—16) 
WI, 
在 上 节 我 们 已 经 征明 ， 当 加 权 阵 不 = R-' RF, ЛАЛ 
乘 估 计 的 估计 误差 方 闭 阵 攻 小 ， 且 等 于 
EXX! = (Н=К-Н) (2—17) 
С, 1 一 26 式 ) ， 将 它 同 方程 (2 一 15) 一 出 较 , 马 上 可 以 看 出 ， 
最 好 的 加 权 最 小 二 泣 传 计 也 是 比 不 上 线 竹 最 小 方差 估计 的 。 这 
是 理所当然 的 结果 ， 国 为 局 一 佰 计 使 用 了 区 多 的 统计 和 姑 识 ， 
3， 当 被 信 计 量 生 与 观测 zZ 不 相 美 时 ， 有 于 
Соу (Ж, Z)= 0 
而 公式 (2 一 7) ÆA 
Q = EX 
ERRE ДЕВА ШЕН. HAWN Z ЮХА, А ЕМ 
A X НАЗЕ, ТЕШ ИНА F, {#2 E АЕ mE 
ҖЕ ДУН BJA ГЇ КАЙ, ЛЕ E, ЖТ OA ERF. 
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мА ЫХ Н. АЛЕ ВЕ КИДЕ 
Соу (X, D (Varz)} 1 
时 ， 从 公式 〈2 一 ?》 可见， 买 的 估计 值 就 近似 于 观测 值 2 
了 ， 在 极端 情况 下 ， 当 观测 z 就 是 被 估计 和 量 式 时 〈 这 当然 是 不 
可 能 的 事 ) ， 由 于 
БА= EX, CGov(X.,Zy(VarZy' = I 
HX {н IB 3k SS F MB Z y, 这 是 理所当然 的 结果 。 


第 三 节 ”最 小 方差 估计 


现在 假设 入 和 ZzZ 的 联合 概率 密度 p(x, 5) 已 经 知道 。 这 样 一 
来 ， 闪 的 概率 密度 pi (xy，Z 的 概率 密度 pir) AEX- x 的 
FFT, Z 的 条 件 概 率 密 度 p(x, x)， 在 给 定 Z = x Р АК. 
总 的 条 性 概率 密度 palo 也 者 由 之 确定 了 ， 不 言 而 喻 ， 这 时 
理应 得 到 比 线 性 最 小 方差 居 计 更 为 优越 的 佑 计 。 
最 小 方差 街 计 ОШТРИХ 与 观测 Z 的 联合 概率 密度 
p(x,%)。 在 此 情 沉 下 ， 使 各 分 量 均 方 误 党 之 和 
ErX— 人 CZIYCR- Ê) 
= TrE-X - (2K —Х(7)]7 (3—1) 
ЖЕЛИНЕ ЖАЛУУ A. EEA, 
№] 00а УР ЖАШИЛ. 6 ВЈЕТРА 6, E 
了 箔 计量 必须 为 观测 Z 83 # {ЕРЕЖЕ ШЫ. 
ВИХ ЭНИ, А 的 维 数 为 w， 这 时 存在 如 下 的 定 
理 . 
ER ROŽNI D ATXA: 
RZ) = ЕХ) (3--2) 
ETEW Z Až, 
证 明 将 (3 一 1) 写成 积分 形式 ， 有 
ErX Х (узт (уу; 
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Джа с. 


= |С RDI е Я (Zp (о, х) dada 


кыт тг: — С 


-fif fx (А) Сх (И) р Cx |e} 4х b C) dz 


(3—3) 
УН TER (2) 6. RREH 2 是 要 选 一 个 
全 计量 X, ELRRE ЖЫК, АСРИ Кр Zi 
言 ， 使 上 式 取 最 小 值 等 价 于 确定 久 (Z) 使 下 式 | 


ff cx -R02) ICs — 202) p(x) dx 


取 最 小 值 ， 求 上 式 对 向 量 信 (2Z) 的 导数 ， 可 得 


__ Җа f dx 
Гу OEY I Lx (Z) Ibs ds 


=- 2 | cx—#02) ps) dx 


令 上 式 等 于 零 ， 对 于 给 定 的 观测 而 言 ，&(Z) 是 的 确定 估计 
量 ， 可 以 提 到 积分 号 外 ， 并 简 记 为 xm WE 


5, (хуйх = f =p Oda) dx 


根据 上 式 和 方程 (3—3) ， 最 后 得 
Х = БОКУ) (3—4) 
这 样 就 完成 了 对 定理 的 证 明 ， 
pl ЖЕ 1 的 最 小 方差 怖 计 ， 
解 ” 利 用 公式 “3 一 2) ， B 
= E(X |7) 
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_ Í 
| 


= == —1 Bj 


当 s= 1 В 


bs] S Е 


MEPR, bAi RERA 2848 ВЕНЧА ЛЕЛЕ ЯНЕ) 
的 。 

例 2 已 知 被 估计 量 x 与 观测 Z 的 联合 分 布 如 表 8 — 2 所 
示 。 求 的 最 小 方差 估计 和 线性 最 小 方差 仿 计 。 
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为 了 隶 线 性 最 小 方差 估计 ， 需 型 先 求 x 和 2 ARGE. 
HR 8 — 2 可 得 
-二 (一 17+ TEDES MEDEE TOER 


FZ 1 с, l 
— 一 一 一 一 - — 一 -一 一 2) 1 
(io ҮТ А, E с 
г фейк осу үе: 
V Е" 1/17 i аА ү йыры аный | 
= 10 16 | 10.10! 10 F } 


(46) i ti й ` н 


1а 


5) 3 


+166 з. Ср 10) = 


利 由 公式 (2—7), 8 A Aiii 
£, = Ex Соу(х, D (Магў) «У - ЕХ) 


ГТ ЗЕ РО Ну (2—13) 为 
E(x- 53): - Varx – Cov ix, Z) (Маги) Соу (Z, х) 
8] 3 21 


— — 


100 5 100 
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这 间 直 接 计 算 


2 í зм T/T Зузу 

і 一 = 一 тез р == ПЖ о 

E(x -#,) (15) * 19 a к Б У 
03812 21 
+31605) "1 3\16) = 109 


的 结果 是 一 致 的 ， 

只 此 例 可 以 看 出 ， 最 小 方差 估计 是 优 于 线性 最 小 方差 估计 
的 ， 因 为 前 者 估计 误差 的 方差 灵 小 些 ， 这 是 一 般 的 结论 ; x 
全 ,和 及 ,都 是 买 的 无 偏 估计 ， 但 它们 不 必 是 相同 的 。 

需要 说 明 ， 下 列 两 个 符 导 

FE(X!Zy 与 E(XIZ = x) 

的 含义 是 有 区 别 的 ， 前 者 是 一 个 函数 ， 后 者 是 一 个 数量 ， 是 前 
KTA EMMET KR, 

现在 让 我 们 来 说 明 下 列 的 几 个 问题 ， 

1. 霹 小 方差 居 计 是 无 偏 估计 ， 帕 公式 《3 一 2》 可 得 


EQ, (Z) = РЕ Св) о) ds 


mr M 


- ЕЕ (хох) dx] piade 


— |’ 一 -一 号 


= [ X Е (х,®) dx |4х 


— t аз 


та: 


= J = (de= p 


表明 最 小 方差 估计 是 无 偏 估计 ， 
就 例 2 来 说 ， 有 
А ЖҮ: ЖЕ DS. pu a 
л гш 
jx 
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ЖЕР АНИЯ. 

2. «ДУЛ ЖШ ИЛИ ТТ Ay Е ДЕКРА ЕИ 
ЖАКИ 2775р, ERGa 3)5 (3—1) 两 式 可 
以 看 出 ， 线 性 最 小 方差 估计 是 在 限定 个 计量 为 观测 么 的 线性 函 
数 条 性 下 使 各 分 量 的 均 方 误差 之 各 取 最 小 值 ， 而 量 小 方差 估计 
仿古 对 慎 计 量 不 加 限制 条 件 下 使 备 分量 的 均 方 误差 之 和 取 最 小 
H. 目 然 后 者 不 会 大 于 前 者 ， 顶 客 相 等 ， 由 于 各 分 量 均 方 误 次 
НАМНИ ШЇ] 与 均 六 误差 阵 了 到 最 小 值 的 准 巾 是 竺 价 的 ， 
义 出 于 情 计 是 无 偏 的 ， 坪 方 误差 阵 成 为 全 计谋 差 的 方差 阵 ， 这 


样 就 导致 上 述 的 结论 ， 
下 面 我 们 溢 求 最 小 方 益 佑 计 的 个 计谋 差 方差 阵 ， 利 用 《3 


EX p(X- (7) I 
= Vari X - ZN 


11 


| | cx — E(X Ex — E (Xl) TA (хд)4х]| рб) Iz 


II 


J Var (Xj) p(z) dz 


з. HXH Z ДЕШЕ} ЕЖЕ], KWR bI v, 
即 条 性 均值 EXIZ)， 是 过 的 线性 函数 ， 因而 最 小 方差 估计 在 
此 情况 下 与 线性 最 小 方差 合计 两 者 是 一 致 的 。 

4， 作 为 特殊 情况 ， 当 玉 与 相 生 独 立时 ， 由 于 E(X'Z) = 
EX， 因 此 得 结论 ， 当 无 其 他 观测 数据 时 ， 随 机 向 量 的 均值 就 
是 它 的 最 小 方差 依 计 ， 而 有 有 观测 数据 时 ， 条 件 均 值 成 为 景 小 方 
差 估计 ， 这 是 “均值 就 是 最 小 方差 估计 ”的 扩充 ， 

只 以 上 的 讨论 可 以 春 出 ， 从 接 小 二 乘 估 计 线 性 最 小 方差 入 
计 到 最 小 方 效 估 计 ， 随 着 统计 知识 的 增多 ， 个 计 也 得 到 相继 的 
uE, 
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第 四 节 ” 递 推 最 小 二 乘 合计 


现在 先 把 最小 二 乘 估计 回忆 一 下 ， 假 设 对 被 估计 量 尽 进行 
Y k 次 观测 。 观 测 方程 是 


Z= H;X rep i=l, 2k (4—1) 
ү АЛД ЛЕЛИ: ROR FAGS 
Е i H, = x 
Ta Н, е, | 
£, = Е | Ë, = 
: | 
Zk “Н, | | fk | 


而 特 方 程 (A — 1) 写成 
Z, = H,X + E, 
由 公式 (1 一 14) , у Ху Pj Ri 
юк HIH, HIZ, (йе) 
Ek Y Ei АНУ, ARRE ЙЕНЕ. 
现在 假定 我 们 义 得 到 了 另外 一 次 观测 ， 


Zam о (4—3) 
车 把 此 新 的 观测 加 到 以 前 的 观测 中 去 ， 就 得 到 复合 观测 方术 
Z, B, A + Ers, (&—4) 
其 中 
[< | | H. x 
Z, j e H 
= H, = 
al Ze | Pa Н н. 
КЕ H... 
Ж 
|! . | 
ИЕ (4—5) 
Е ce | 
“ёк, | 
— 40] 一 
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HH, ЖЕДЕ ТУРО ЛИШ ӘТИ 1 ТЕ 
ОЕР л (4—6) 
例 1 斌 依据 头 两 次 观测 
w =3=[1 1X +e, 
z, =] = [0 — 11X +e. 
及 第 三 次 观测 
,=4= [1 301% +e, 
КА рр ХТ) ЛА ЗЕКТЕ, 


Ж ТЕШ 
3 -1l i 
á [ү mi | 


代入 公式 (4—2), W4 


, rl 0~rl 137761 03173 
Хз = ||, I үн | JE) 
[i 2] Gi 
1 2 р s=] 
而 
ГЗ т 1 
Z= 1 | H,-. 0 -1 
' £ >] З 


| оосу? | 1 0 1 fa 
Pas = | 1 -1 3 | а = 1 | | г 1 5 | 1 
1 2 ` 4 
_ [2 АЕ 『 
E 11: 114: 
| 本 
| 
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从 上 淹 看 出 ， 加 个 新 的 观测 后 ， 若 直接 利用 公式 (4 一 6) 
计算 ， 则 我 们 还 要 从 头 求 一 个 矩阵 〈HT H,,) HE, KER 
麻烦 的 ， 再 有 ， 这 种 算法 必须 将 全 部 数据 保存 下 来 ， 如 果 观 澳 
维 数 高 ， 数 据 多 ， 那 就 要 上 吉 用 计算 机 的 大 量 内 存单 元 ， 如 何 解 
ЕМИЕ? ШЕ КИ НЛ, Х,а, 不 难看 出 ， 
利用 矩阵 的 分 块 乘法 ， 起 可 以 求 出 一 组 递 推 公式 的 ， 

为 记述 方便 起 见 ， 我 们 定义 


PRAH Ha) 或 P AHHA, (4—-7) 
因此 由 (4—2) R, 9 

Ха PHZ, (4—8) 
而 由 《4 一 565) %, 有 有 

И а T. 2... (1—-9) 


其 中 | 
Prai «Н. H, D = x Hi ] | 


= (HIH, + HA H.) 
aP PH anra (4—10) 

ЖИН ЖЕ ЖД (2 一 16) 。 可 得 
РВ ТЕН a m эт" ө Р A mi 

WET А у, (С4--9) , 4il 

ОО л ЕЕ S ы К 
(4—12) 
一 般 地 说 ， 利 用 这 们 公式 可 以 节省 计算 量 。 设 被 估计 景 买 的 维 
Жоп, WP ЖАШЫ Р! Aann E (假定 观测 次 数 丰 足 
够 高 ， 晶 :的 行 数 不 小 于 л) ， 而 利用 公式 《4 一 2) 或 (4 一 
6) 求 估计 量 就 得 计算 一 个 xxz 矩阵 的 道 矩 阵 。 (НЕ, ER 
(H,,P,HI,,+ 1) 是 个 mxm 矩阵 ， 其 中 m 是 第 二 1 次 观测 
Zeo MER, TEEDE. ИШЛЕНИ ЖЕ ОВ ИЗА. 
BIR, SZ AAEH, mikn P,HL + 了 也 是 数量 ， 求 


= iim 


ai y - g = ч : 
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逆 就 成 为 简单 的 除法 . 
例 2 ”利用 公式 《4 一 12) 求 例 1 中 的 X, 
解 ” 由 例 1 我 们 有 


2 — 1 
Р,=[ |, Н,=С1 3), 


-1 1 
a i 人 
He 0 -1 Z,= 1 | 
| ЖР 41 


каз ы Кы үш 
] 


— 


这 与 例 1 的 结果 是 一 致 的 , 
从 上 讽 可 以 想到 ， 我 们 有 可 能 更 好 地 利用 第 点 步 的 数据 和 
ЖБ (# + 1) 深 观测 来 求 得 第 全 +1) 步 的 估计 . 由 公式 (4 一 9)， 


= T — 
ОРЕ 一 И = FERN AT 


H, "irz, 
= prs [1 | Ë | 
Ё+ | Žil 


=P, (Hi Zg + ЗНО. (4—13) 
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ТТЕ L oK H mE 01. MAN (4—8) 可 得 


Р, H; Z, = РР! ИР (4—14) 
由 公式 (4—10), IAH 
T =P e lea (4—15) 


将 它 代 入 (4 一 14) A, Н 
Pe HY Z e pu (Р О 
= Р Po Н, sya (4—15) 
将 上 式 代 入 《4 一 131 zü, JAIME., Ш 
РЕ = ОТУ Ре Аре Ныл pak) (4—17) 
Ху. 807 ЕТ ИЕ San BU pe y K. MEAP 时 可 用 公式 (4 
一 11) , 004—110) (4—17) 两 式 就 组 成 了 递 推 最 小 二 
乘 估计 公式 。 
13 利用 递 推 公式 求 例 I 中 的 Res 
和 由 人 各 式 〈4 一 11 , # 


ы; Лы ъй 


11-4 
=з 2. 


代入 公式 (4—17), B 


J 
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te] -4 


ге) 
这 与 例 1 和 例 2 的 结果 都 是 一 教 的 ， 

就 上 述 递 推 公式 ， 下 面 说 明 两 个 问题 

1 MAR (4—17) 看 出 ， 新 估计 Xren ЖЕШ ЇНЇ 
&sx 加 上 校正 项 而 构成 的 。 而 校正 项 又 是 与 新 观测 值 Z,，， 同 按 
И Н ВОРЕН, Х,а ЗЗА Е Н Ву, РЕЗКА ц 
于 具有 反馈 的 性 质 ， 当 新 观测 值 与 计算 值 不 符 时 ， 就 进行 校 
正 ， 组 成 递 推 的 关系 式 。 关 于 这 个 问题 ， 在 下 一 章 讲 卡尔 曼 滤 
波 时 还 要 讨论 ， 

2 ERRAR (4—11) 和 “(4 一 17) 进行 递 推 计算 
时 ， 需 要 一 组 初始 值 信 so 和 P,， 我 们 可 以 利用 公式 (4—17) 
和 “(4 一 8) 计算 出 一 组 初始 值 来 ， 但 这 需要 求 道 矩 阵 。 有 时 
我 们 可 以 很 据 历史 数据 选择 一 组 初始 值 。 如 果 没 有 任何 历史 数 
据 可 供 参 考 的 话 ， 那 么 通常 的 作法 是 ， 念 

Х, = 0. PC C Eo 

其 中 C 是 一 个 数量 ， 可 以 证 明 ， 只 要 C :足够 大 ， 经 过 相当 次 
数 的 递 推 之 后 ， 这 种 初始 值 的 影响 就 逐渐 消失 ， 而 能 得 到 清 意 
的 估计 值 ， 之 所 以 如 此 ， 正 是 由 于 公式 《4 一 17) 具有 反馈 社 
偿 的 性 质 ， 下 而 举例 说 明 ， 

а ”对 未 知 数量 x 进行 了 6 次 测量 ， 测 量 结果 如 下 ; 


EE т 

15| 2 | 

1 2 | 
тт x 

i i 

11 4 
13/14 
试用 递 推 公式 求 x 的 估计 值 
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解 ” 设 初始 值 
куе Пу. P ese 
ЛХ Е F, HAA (4—10) 
Pa = СР ta H. y 
和 公式 (4—17) 
keran SeT Per aU e Н.Х 
HEH {КҮК ЖЩ НЕВИН trI ЭЖЕ ЖА ЕЭ) ШТ. 


33 g -— 3 
i | 0 1 2 3 4 5 6 
i 
— > СЕЕ 
P. ску 2 1 a Еа 1 A 
i 1 8 12 28 14 60 
ao 0 3 2 2 3 Š 3 


МИА, P, e BW B, ERE “EHER” 
JEE ЙЛ ЖЕ УЧ. 这 是 正常 的 铺 况 。 建 议 读 者 用 最 小 二 乘 估计 公 


A (1—7) ОЕ ТЕ, 以便 比较 ， 


Е ETTI AE R Е ОД, CET- WP) Ие Bë uE АО 


жн. 
=] Rn 


ЕС(Х – a) 21 = | с ?pir ds 


Rapi, Mehx na tl E E, 

2 WAM L akii i ККМ, WAAR, РХ МТ УОН 
283248 一 次 是 29 安 千 ， 求 电流 的 最 小 二 瑟 信 计 。 

з 试用 递 推荐 法 求解 第 … 节 中 的 例 4 , 

4 试 根据 两 次 观测 
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bs a Сг 


|T 


5=C1 2JX+ Eg, 
求 X 的 最 小 二 乘 佑 计 ， 
5 WAR 
P= GTD HZ 
Шу ТУ В УЙ ТЕТЕ. WMR ATRD? 
б WARA 


3 | 115 

| Í Ву й 1 |Х+е 
| : 

у Qu 


t- JH PPE, ХАЛЫС ЛЖ {. ЖОРТ ЖАЛНЫ ДЇ] Ей? 
7 已 知 观 测 方 程 为 
3 ` 1 o 
| | Ü 1 2 
| 5 | . 1 2 | 
H r Яй 84 18 ЗЕ у ЭЕ 4: A 
l 0 


Ü 
Eze T = Ü 1 0 
1 
2 


0 0 


ЛЕД НЕ Ж ЕШ i И, RARR F siki, 
з 给 定 观测 方程 为 
Z = HX + er, i= 1 у. s 
He hX2ssE KO MUI BL, Fenni 试 证 X PJ ЛЖАН ff T 
如 下 的 递 推 公式 


„^ч 


^ч H"! “м 
XF оО 


9 ШЛУ 
= [1 2 N + ë 
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Hp 
вх [7], vax- [ J, ЕХе=, Eez, Бе = 9 


RAH РЕВ ЗЕМ. 
10 对 末 知 数 蝴 * 进 行 了 两 次 独立 的 观测 ， 得 观测 方程 
Z, 2х т ©, 


r = PR 


Г 
27 


ЕХ = 1, Ëe = Егеу = 0, “Хе, = ЕХе, = Ü 
Ұагж = б, Маге = 1, \ате, = 2 
Ар ТЕБЕЛЕТЕ. AW RRRA 3, 
11 АЛИ E 


1 


Г 1 
> 


Ce 


ЖЕРЕН ИП ЁК БЕД, Ж. 及 居 计 误差 的 方 蕉 并 与 上 是 的 结果 比较 。 

12 被 本 计数 景 x 与 现 浏 2 的 联合 颁布 由 表 8 一 4 给 定 ， 求 * 的 线性 
Bbi ih ЯТА у r UBI RARA. Pria Ai 
Z E. 


13 3 IK RAR E 8 一 5 给 定 ， 求 x 的 线性 最 
ДУЛ ЖУЛАМ Ж ЛОТКУ. 
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Kp A 1 p 3 4 6 
Ea 
| i Í 1 
| 6 4 б 
| i 1 
< | 4 6 


14 求 第 10 题 的 最 小 二 必 估 计 ， 济 说 明 其 几何 世祥。 

15 用 遂 扒 算法 解 第 4 HH, 

15 试 证 明 ， 考 未 知 数量 <* 与 观测 Z 的 联合 分 布 如 表 3 — 6 ок, MU 
x 六 线性 最 小 万 起 合计 污 最 小 产 莹 估计 是 一 致 史 ， 


9:65 — 6 


f А І Х| Tarm £ L] Жа + 2 не 


表 中 的 zl ge.xi， … Xn 都 基 实 数 ， H 
p 220, Y pi = 
£ =.1 


AALE A 13 ЗЕ TE H. — sit ЈЕНЕ, 
17 PE IK BS ӨЛ ЛИКТЕРИ В 一 了 给 定 ， 试 求 x 的 最 
小 方差 估计 和 线性 最 小 产 差 傣 计 -。 


TU 
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P. 
р sb =Q + 2 
1 
арз 
1 
Ü | А 
T ! 
18 REAA PJ PFE кере КЖ + £#y BU 2 
м = aintCwt бу, ¿= Pasineot 
mu m] EC ҮК AA B [, AEA a H ТЕ: Н ЖЇН 
ЖЭ 
Ол dii т 
о TE Ta 
= 全 Ет 
КҮ 


如 果 抬 电 正 与 电流 问 的 实 功 功 率 - 二 2 — cos 类 比 于 Cov, D, ШЖ 


яя: (у 类 比 填 Vari 的 语 ， 那 么 上 述 结果 将 有 助 于 对 二 


ki 


ВЕЖ УЛГАН (2—7) HAR. 
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RAE FTB 


PRR ЗНН p; {иШ AE FS n) ДЕ BB TB Be 
Jë, ЛАТУУ НАГА ЛЕНИ у. {ЕЗЕН Р АЛЕ К, Шш 
ШРШ УН ГК S y ЖЕ PH W Эт pe 3: HE W ЖАНАША. Ph DL, 
SE к Бан Аа. А — В И АЈ ЈЕ, FCR НУ Е Ph ir 
量 ， 即 系统 的 状态 ， 有 是 随时 间 而 变化 的 。 和 相应 于 此 ， 章 一 章 讨 
论 的 问题 可 称 为 参数 估计， 了 而 这 一 章 称 为 状态 估计 ， 

ETER ERARA, EF RER АЕ ТАЈ. ER e H 
ST EAA., EAS RZ he P, А Жр ИУ ЛУ Ө! ЖЭЙ 
ЖБ, ТЕШ BF АЙИН А: SAR ИН, BEII 
合 近 的 化 推算 法 ; 很 准 用 于 非 平 稳 过 程 的 滤波 问题 。 为 克服 上 
Ж А, ТЕЛ-Т ЇРБЇ, Fa БЕЛИЛ ҮЧЕ А ЖЛЕ Y РНЕ ge 
波 方法 ， 即 现在 的 卡尔 曼 滤波 

ЕЛ ЛЬ Н а. Т Е ЕАД ЕЗЕР 
多 方面 显示 威力 ， 不 断 发 展 、 不 足 的 是 ， 这 种 滤波 方法 涉及 的 
数学 较 深 ， 难 于 为 工程 人 人员 理解 。 有 鉴于 此 ， 我 们 将 主要 遵 刊 
诺顿 (Noton APAR (Barham 等 人 的 思路 ， 用 较 万 等 
的 方法 得 出 卡尔 曼 泪 小 方 程 组 ， 虽 然 步 又 多 些 ， 但 对 认识 问题 
Б) А А ЭД] ДЕ ГГ АР ИЛ Н]. 


第 一 六 准备 知识 


现在 要 对 一 个 变量 买 进 行 舍 计 。 根 设 已 经 得 到 了 这 个 变 Е 
的 两 个 独立 无 偏 佰 计 人， 和 锋 ,， 它 们 的 准确 度 不 必 MLI), Bi 
(X-£) 和 ‹(х-Ао 的 均 方 误差 可 以 有 夫 有 小 ,我们 的 日 


m 
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BJ ЖЕН ДА р har Г. А АРА $ (5; 
Шу ї-—3).{# (Х-Х) 市 最 小 的 的 方 误差。 下 面 先 讨论 
单 维 的 情况 ， 然 后 讨论 多 维 的 情况 ， 

1:1 ЖЖ e 20 

设 х, 和 *。 是 变量 x 的 丙 个 独立 无 偏 估计 ， 谋 其 的 方 
Ж ЛУШ ої 和 a。 现在 利用 这 两 个 估计 构成 一 个 新 的 估计 ， 
但 限定 为 线性 估计 ， 即 

Ñ = (1— pis 4 шу, {1—1) 

其 中 % 是 加 权 因 子 。 取 ww 为 去， 表示 只 相信 估计 ху Wo 
为 也， 表示 对 两 个 合计 同等 看待 ， 取 w 为 1， 表 示 只 相信 估 


ох, ,现在 的 问题 就 是 要 确定 w 的 值 ， 使 估计 误差 有 最 小 的 
方差 。 就 是 说 ， 最 小 方差 仍然 是 估计 的 准 风 。 和 需要 指 册 ， 由 于 
Prie Riet AE at HA RAREZA AHE, 


ШЕ ЕЗ И 
ГА ЖКА (х-5) 的 方差 ， 记 它 为 s. ЛИН (1 
— 1) 式 可 得 


下 (一 六 = 一定 
= BC(1— ж) (хх) + ж (x — a) 
+ 28 (1 — m) KX х) CX ж.) J (L=) 
因为 x 和 x, Eiai. В (x- x) FS OX- x) 无 关 ， 
又 内 估计 孝 是 无 做 的 ， 所 以 


Erix- wx) (xex) (1—3) 
将 它 代 入 后 ， 方 程 (1—2) $R 

pedar с (1—4) 
为 求 а АЛУА, WEH w 的 导数 

do 


— = —2 (1 ж} + 28: 


dy 


FERETE, HAH I T В 
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"a ой: (1—5) 
或 
1-#= 22, (1—6) 
с, + G: 


由 此 看 出 ， 各 个 估计 x, 的 却 权 因子 与 各 估计 章 方 差 о 成 反 
比 。 这 和 和 上 一 童 的 结论 是 吻合 的 “和 套 看 第 八 谷 1 一 24 式 ) ， 
特 方程 (1—5) 代入 (1 一 1)， 纵 出 线性 最 小 方差 估计 


К. сеч — 
С T 2: (1—7) 
代入 方程 (1 一 4〉， 给 出 (x 一) АЈ 
доа. (1—8) 
G - ау? 
上 列 方程 很 容易 变 为 如 下 的 形式 
em (1—9) 
:= (1 -Pa (1—10) 


Хх ЭЖ НЕ КЕ АПАЛ. CEEE 明显 的 。 设 х 
是 求知 变量 x 原 有 的 估计 ， 在 得 到 另 一 售 计 x, 后 ， 就 应 根 
PEH -x 来 改正 原 有 的 佑 计 。 为 了 村 得 到 最 小 方差 t 
计 ， 所 以 冬 以 按 公 式 {1 一 5) 确定 的 加 权 因 子 sS. 从 方程 
C1 一 10) 能 够 看 到 ， 改 正 后 的 估计 5 ШИН I И x, 其 误 

差 的 方差 是 减 小 了 。 

例 1 对 同一 电压 ， 我 们 用 精度 不 同 的 表 量 测 两 次 。 已 知 
头 一 次 测量 导 为 10 伏 ， 误 差 的 方差 为 2; 第 二 次 测 量 信 为 11 
快 ， 误 盖 的 方差 为 1 。 试 根据 最 小 方差 准则 千 计 电压 的 值 . 

Ж HAS (1—5), =МЕН 

б 2 


一 一 


ioa —UA— 


— w— 


oio; 3 
代入 公式 《1 一 9) , ЩИҢ АВЕ 


一 4 一 
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r} 
Rsx pO s) 102-0 


这 时 估计 误差 的 方差 为 
бб = (1- дуо] = E 
ДРЕ ILBB Э ру Ж. 
1:2 多 维 情况 
хх Hl X, ERAB E X bj i F har Лу, E iTA 
是 # 维 的 。 其 估计 误差 的 方差 阵 分 别 记 作 & 和 有 只， 即 
9 = ВОХ X) (X-X) (1—11) 
R = EUX- X) (X-X) (1—12) 


我 们 只 限于 考虑 线性 估计 ， 则 基于 h Х, A X, 的 最 


ЖАУ, ИҢИР ARER 
K = (IH) X tN = X +W(KX,- X) (1—13) 


现在 ， 确 定 加 权 和 矩阵 扩 ， 和 使 估计 误差 (X - N) 的 方差 阵 最 
小 ， 或 者 其 各 分 量 的 方差 之 和 量 小 ， 
由 方程 (1 一 13) ， 可 得 
是 二 


依 此 有 
ECX -yK -RECU =-W)(X-X)+W(X 

-XDI -WY (X-X) +W (R _ X,) 37 

= {I - WD ECX - X (X Хут -WoT 

+W EC(X — X) (X - ХНТ 

= -WO W)! + ГАУ" (1—14) 
在 这 里 ， 我 们 利用 了 X, 和 X, 是 独立 的 无 篇 估计 的 性 质 ， 因 
而 


ECX- ХХ -XS ERK- Xy(X — X 57 = 0 
特 方 程 (1—14) 更 在 闪 简 记 汶 了， 石 端 展 开 ， 得 到 
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Poo ОИ a WQ o RWT (1—-15ў 
下 面 要 做 的 就 是 ， 选 择 加 权 揪 阵 下 ， 使 得 估计 误差 (ХХ) 
的 各 分 量 的 方 尖 之 和 取 最 小 值 ， 即 使 
ТІР = Troh -W o- QW К-И (Q OWT) (1—16) 
取 最 小 信 . 
下 面 采用 上 矩阵 微分 法 。 利 用 拖 阵 微分 公式 


TWO oTroW or 


Й o ӘЙ” 


С В Zt 3 一 10) 和 
ATW (Q+ RWT 


-WO Ка от RI) 


Әй 
( 见 附 录 一 公式 3 一 12) , 3F2 8 aA Q A É #É E: XF ЖОН 
阵 ， 因 而 
0* -0, RT=R 
便 得 
а е TriO— WO OWT + W (Q + RWT 
= - 0-0: 2E) 
= -20+ 2W (01 R) (I— 17) 
令 上 上 式 等 于 零 ， 可 得 
W (Q+ КУ = Q 
由 此 便 得 使 X RERA ЭЧИ АЛТАЕ И: 
W = Q(0 + R) ` 
=(Q"”'+ К) А. (1—18) 
将 它 代 入 方程 1—19 . TME АВН Е 
Х=Х,+0(0+К)-'(Х,—- X.) (1—19) 
将 它 代 入 方程 (1 一 15) ， 可 得 估计 误 监 (Х-Х) 的 最 小 方 
3 EË 
Р=(1-Й)0 
070 
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=0(0+ RR 
(0-1 А-А (1—20) 
例 2 ХС АХ Y ҮКА, zs Ж 


解 ” 利 用 公式 (1 --18) ， 有 


WY =0гО+ А”! 
3 03T5 工 3- 
= | 3 || 1 J 
1 5 —1 
l-i в 
全 入 公式 (1—13). XHAR JF 32511 iH: 
E | 5 | 
2 у =]; Ooa 
"E ГЕ! ШАШЫН 
Б *\-1 5 i 3 A 
Ta “2 
к 
"Жы 
其 估计 误差 的 方差 阵 根 据 公式 (1—20) 为 
РК 
1 5 —11[2 1 
Е | Дд 
- 103 3] 
8159: 


在 以 上 的 讨论 中 ， 两 个 估计 X， 和 X, 是 同 维 的 。 但 是 ， 
在 滤波 问题 中 次 到 的 情况 多 属于 ， X, 5 X， 的 维 数 不 同 。 下 


= 
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А2 — E RIR ÓC, 

1:35 锥 数 不 同 的 情况 

设 X, 和 Z, 是 п 维 未 知 向 量 基 的 两 个 独立 无 候 怕 TT. 
X, 与 八 的 维 数 相同 ， 误 差 方 差 阵 为 Q, 2“ :的 维 数 是 т, R 
ERZEN R, ТЕН ЇН. X” MZe MEX HRE 
小 方差 倘 订 ， 

在 此 情况 站， 我 们 可 以 设 

op (1—21) 


=l [ 


Ян Н-П Н Е, пу А, 可 让 为 是 站 的 一 个 同 维 
的 居 计 。 下 面 将 会 看 至， 这 正好 是 我 们 要 讨论 的 实际 情 剖 ， 
将 方程 《1 一 13 ФАП ЕЕЕ АЛА РЈ (1—21) 


写成 
W =KH (13—22) 
则 得 
REN + КНХ,- X) 
= (1-КНуУХ + KZ. (1—23) 
Joh KEREDE, HRES Ñ ЖИДЕ ЛУУ Æi ТЇ. 19 
为 


Х-(-КНУХ+КИХ 
FE О (1-—23) 式 ， Ж}! 
X-X- (I-KH)(X- X) + КНОХ - X 
= uN Ауу (Лу) (1—24) 
根据 方程 (1—21) 
Z -HX 
和 方程 (1 一 24) .不 难 求 得 误差 方差 阵 
ЕБЕ(Х-Ў)(х RY) ECU -KHY(X- X) + K (Z 
RN 
二 
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+ KEr (Z ~ Z) CZ ~ Z) KT 
= (I— KH)Q¿(I - KH)! + КЕК" (1—25) 
с Е а Bi ЕЕЕ Р, ЗЕЕ, Ир 
P=0— КНО- ОН7КҮУ+ КПОН?КТ і KRET 
各 推 证 公式 (1—18) AE, А БАЖ 


Pire онтоп 2KHOHT+ 2KR 
令 上 式 等 于 零 ， 便 得 | 
K: QH*'(HüIP + Кус! (1—26) 
这 就 是 所 求 的 矩阵 。 将 它 代 入 方程 〈1 一 23) ， 就 得 到 线性 最 
小 方差 估计 
$ = Х +ОӨНТ(НОН" +R C H(X,- X) 
=X, + ОН (НОП + R) 02, - HX) (1—27) 


此 一 结果 和 方程 【1 一 9) 的 形式 和 含义 都 是 类 似 的 ， 现 在 我 
THERE (1—20 RA (1—25 ‚ KRADSE P, У 
TE R] 21] F ЕЕ» 
QH (HOHE + Ry = (От H RUH) HITR 
(1-—28) 
此 式 可 分 为 两 步 来 证 明 。 首 先 ， 和 直接 根据 矩阵 乘法 ， 容 易 验证 
[О-1+ НТК-'НУОНТ = НЇВ-—1(НОНТ+ R) 
HÆR (Q ' H RO Hy C ЖЕЕ КҖ р. АКИ ШИШ (НОН + 
К) HOME КАНЫ, WERF (1—28), | 
利用 等 式 《1 一 28) 可 将 方程 C1 一 26》 改写 为 
K = (071+ JIR O HY 1HTR-! (1—29 
将 上 式 代 入 方程 (1—25 ， 得 到 
P= (0+ HIRTHYMTITR-IAIOCNT ~ (Q`! 
+ HROCH CHERCHI + (О! + HITR-IHY -HTR-! 
RR H(Q + HTR H} T (1—30) 
由 于 
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F- (07+ HIROD HIR OH =(0 + HTR-IH)y-ICO- 
+ HTROH -II ROH) = {0-15 HRH) ~'O-! 
HAE- 3, MAE (1—30) EA 
P= (Q! + HTR-!Hy-'0-100-!(0-! + HTR-'HY -7 
+ (Q+ НТА: Н) НТКУ HQ+ НТЁ-!1Ну-Т 
= (0-14 HYR Hy -* 
= (07t HIRO H! (1—31) 
ЖЕРЕ RO 0 (MAE 2 —1624) ， 
(0-1 + HTR-IHY-'= 0- ОН" НОН + R) IO 
和 和 方程 (1—20 , KTH (1—1) 式 号 成 
Р=0-КНО<(1—-КН)О (1—32) 
现在 我 们 将 上 述 结 果 概 述 如 下 ， 
设 X, 和 
7.= НХ, 
是 未 知 向 量 又 的 两 个 独立 无 篇 估计 ， 其 误差 方差 阵 分 别 为 Q ЯП 
R, BJX4E X， 和 Z, 作出 的 线性 最 小 方差 估计 是 | 


Q= X + K(Z.- HX) (1—33) 
ж! г ] am m] wI g] 
Rp Ep 
K = ОН" (НОН! 1 Е) 
= (Q'a H'R- H> CHT R! Ë (1—34) 
而 这 时 的 误差 方差 阵 
P= (0+ ПАУ Н)! 
=Q — K HQ 
= (F - KH)O (1—35) 


结果 是 非常 重要 的 ， „ныса у, 
r; HAWA X, ВЯ dir 2,8, 
就 用 方程 “1 一 33) 进行 校正 。 共 中 的 第 二 项 代表 校正 项 ， 它 
与 两 个 估计 的 差 -HAX Ribet, EPER GREIE 3E 
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EE) K 与 两 个 估计 的 误差 方差 阵 Q 和 上 闪 有 关 。 这 些 都 是 易于 料 
到 的 ， 半 外， 从 方程 《1 一 35)》 还 能 看 到 ， 经 过 校生 后， 误差 
Эре Q eras s r. 
在 以 上 讨论 中 ， 要 求 两 个 估计 X, 和 X, 是 独立 的， 其 
ERRENA HA 285 
E(X-XDp(X-Xp"=0 
就 能 应 用 可 节 的 结论 ， 


PT Е КИК КЕЦЕЙЕ 


从 牛顿 力学 的 观点 看 来 ， 只 要 系统 的 万 始 状 态 和 运动 方程 
一 旦 确定 ， 那 么 系统 在 任何 时 刻 的 未 来 状态 都 是 能 够 精确 地 加 
以 预报 的 ， 举 实 当 然 远 非 如 此 ， 那 不 过 是 理想 的 情况 击 已 ， 

事实 上 ， 客 现世 界 总 存在 着 干扰 或 者 噬 岂 。 因 此 ， 尾 何 一 
个 物理 系统 总 包括 丙 部 分 ， 一 部 分 是 确定 的 ， 另 一 部 分 是 随机 
的 。 这 及 是 说 ， 一 个 物理 系统 的 状态 ， 雹 论 是 过 去 、 现 在 或 省 
未 求 ， 都 具有 其 种 统计 的 性 质 ， 是 不 能 精确 知道 的 。 这 自然 出 
现 一 个 问题 ， 即 如 税 根 据 已 有 数据 来 对 系统 的 过 去 ，、 更 在 或 未 
ЖЕЛКЕ РЕ ША Ж НИЕ И. 

BEH RIRE X EA S iA, 2, oe, j 
进行 了 КУЙШ, WARA Z (1), Z Q)... Z G), ЖЮ 
于 理解 起 见 , 可 以 把 它们 设想 为 在 第 1 秘 到 第 j ERRA. H 
存 ， 未 知 量 攻 和 观测 ZG) 不 一 定 是 同 维 的 , 通 和 常 是 ，Z 人 站 的 
ЖЕ ХИК, 

Ж! HX ; Л-ДА ЖЕ А ХЕ А 时 刻 的 状态 X ¿&) 
ЖЕН. ИЧА СЕТ, Л, Е 
БЖ 7 个 观测 的 某 一 函数 


| = 2), i=], +, 3] (9—1) 
РЕ АС ИНЧЕ k ЙЕ а АЗН р 0, Fe ВЛ ИН Ез. 
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这 里 共有 三 种 不 同 的 情况 ， 

”预测 问题 ощ k> 时 ， 这 种 估计 问题 称 为 预测 问题 ， 就 
是 说 ， 根 据 过 去 的 观测 来 预测 未 来 的 状态 预测 问 题 又 称 为 外 
推 问 题 ， 

滤波 问题 当 =j 时 ， 称 为 滤波 问题 。 就 是 说 ， 根 据 过 
去 直到 现时 的 观测 来 估计 现时 的 状态 ， 

平滑 问题 4 у 时 ， 称 为 平滑 问题 ， 就 是 说 ， 根 据 
过 去 和 现在 的 观测 回头 来 估计 过 去 的 状态 。 平 滑 问 题 又 称 内 搬 
问题 ， 

我 们 在 这 里 将 只 讨论 滤波 问题 ， 相 对 来 说 ， 在 这 三 个 问题 
т, ЖЕШ ӨЫ, ШЕН ИА ГС. 

ФЕ ЕИ ЖЕ М} у ТЕЕ ЕИ ЛШ. UTREE р 
每 到 的 估计 都 是 无 偏 估计， 均 方 误差 阵 就 是 误差 的 方差 阵 . Ж 
旬 话 说 ， 我 们 的 准则 是 使 误差 的 方差 阵 取 最 小 值 。 符 合 此 一 准 
由 的 估计 称 为 最 优 估 计 ， 

21 系统 的 数学 模型 

设 系 统 的 状态 方程 为 

Kr- Ф.Х Иа, Xt) = А, (25) 

其 中 Xi- 一 系统 在 上 时刻 г, [Пол 维 状 态 向 是; 

OOO berna AAAA 点， 到 时 刻 所 的 sx 状态 转 
移 和 矩阵， 或 简称 状态 转移 矩阵 ， 它 是 可 道 的 
| Waar 维 随机 序列 (ИР) 中 相应 于 时 刻 #4-1 的 = 
维 随机 问 量 ， 称 为 输入 《或 动态 、 模 型 ) 噪声 ， 

设 系 统 的 观测 方程 为 
Z= H,X,+ V, (2-3) 
其 中 Ze— ENA ú 获得 的 m 维 观 测 数据 ; 
H,—- 系统 在 时 刻 六 的 тхл НИЕ, E W 
测 和 矩阵 ; | 
7 ьт 维 随机 序列 r PRET ОЕ ZÚ # Д m 
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维 随机 向 量 ， 称 为 观测 噪声 。 
容易 看 出 ， 上 述 的 W, 和 :代表 系统 的 随机 部 分 。 要 
想得到 有 意义 的 结果 ， 当 然 要 对 Wa 和 И, 的 统计 性 质 有 ЯН 
应 的 了 解 。 统 计 性 质 不 同 ， 问 题 的 难 易 程度 及 其 答案 就 因 之 而 
异 . 
关于 АЙ, 和 АГ} 的 统计 性 质 ， 最 简单 而 又 最 基本 的 
模型 ， 是 息 定 它们 为 零 均 值 的 白 品 声 序列 ， 即 
EW,=0, EV,=0 (2—4) 
FW,W = 0,8, БИ, = Raby (2—5) 
Ын ШМ ГИНЕ (Kronecker delta) ó, 根据 定义 是 
0 А 
由 此 从 方程 (2 一 5) 可 以 看 出 ， 任 意 两 个 不 同时 刻 的 噪声 都 
ж ЛНА), рол “Нат” ЕХ. 
А.К, ЕН АШЫН (Wu SARIA И T 
不 相关 ， 即 对 所 有 的 £ 和 j， 成 立 


ЕТЕ, = 0 (2—6) 
又 系统 的 初 态 X, 与 И, Vo 也 不 相关 ， 即 

ЕХ, =0, EX,V =0 (2—17) 
ЕРИНЕ 

ЕХ,- Х,, ЕСХ,-ХО(Х,- Ху)? = Р, (2—8) 


综 上 所 述 ， 我 们 研究 的 系统 其 数学 模型 旭 下 : 
# 维 状 态 方 程 和 zw ЕЛДЩ УУ БЕШ ЖИА 
X,= Pek, X, I + Waai (2—9) 
Z=H,X, AU, (21) (2—10) 
输入 噪声 《下 和 观测 赂 声 ¿L 的 统计 特性 为 
EW,=ü0, Cov(W,, W) = EW WW; = 00; (2—11) 
ЕР „=0,Сот (Ир : EV V = Raða (2—12) 
Cov (Wp Fp = EW UV = 0 (2—13) 
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系统 初 态 的 统计 特性 为 
EX,= Х„ Varš -E(X -Xp (X -XD = P. 
(2—14) 
Cov (ХИ) -EXW =й), 
Cov (XVD =ЕХ,И, = 0 (2—15) 
2,2 FPERRA 
{еВ ЕАО ПУА, a eE TERE. 
定理 1 在 上 述 由 {2 一 11) 到 (2—15 各 式 表明 的 假 
ËF, Ж (2—90) 和 (2 一 10) 的 状态 X, 的 最 优 线性 滤 
波 Q, 可 用 下 式 递 推 计算 ， 
Re Paka КЕС Me Фу, -rR R = X, 


(2—-16) 
其 中 
K,= РАН (НУР, Hy+ Ку"! 
= (Рк НТВ Н НТВ! 
= PH Ry (2—17) 
Р EX, XI e-s 
= Ф,„, tb Dy ei Ogui {23—1]19) 


六 ik- 全 从 一 Мак == х, = Ф,, ва 
PEX, Xi = (I-K Ho Pag a (Т-К,Н)Т 
SORE Sesi, Si ei s= 
=(1-K,H Ə Pisi Р„= VarX, 
(2—19) 
X,AX,- Q, 

j F E Bë E FE19604F РГА БИК Е ЕВА ВЧ. HJ (2 一 
16) A| (2 一 19》 ВАТ ЕЕ PIE SR ЛЕ Br WI НОЈ ЛК 5 IE 
波 公式 。 其 中 方程 (2—16) 称 为 滤波 方程 ， (2 一 17) WA 
增 昔 方程 《2 一 18) 称 为 预报 误差 ( 验 前 ) 方差 方程 ， (2 
—19) 称 为 滤波 误差 Hm JJH, 
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2-5 定理 的 证 明 

利用 上 和 节 的 准备 知识 ， 证 明 上 述 定理 并 不 难 ， 人 有 必要 先 
їн Л. ар, 

1. ПЯТ 我 们 假设 系统 在 时 刻 Р, 的 状态 Хп, 
的 估计 Ха, ERAR RADARRA 


P, ep UN isi 7 а= Се т о (9—90) 
例如 当 А-1=0 时 ， 由 给 定 条 件 ， 就 有 
е" 一 X, Р, = p (2—21) 


2. 一 步 预报 有 了 第 (6-1) ЖАНЕ А-а ЛЕХА 
方程 《2 一 9 ， 我 们 就 可 以 对 状态 X, 作出 初步 的 估计 。 将 
Х+- 代入 方程 (2—9), 得 到 
Xe Daraa Wa (2—22) 
RIF 8 WAAR WR) ， 随 机 向 量 在 光 其 它 观 测 
数据 时 ， 其 最 小 方差 估计 就 是 它 的 均值 ， 求 .上 式 的 均值 ， 有 
PAX = EC, Йу, + ИБ, (2—23) 
由 于 Хь. ХЕ ИЧЕ, то W, 的 均值 为 零 ， 
所 以 得 
BX, = Pipi- 
r ЖЕЕ, ЖННДГ А: OR DEL P ИНИ K 和 状态 方程 
(2—9) ШАА, РИК, Ei alr- ЇШ 
站 kk 人 (2—24) 
并 称 为 最 优 一 步 预 报 梧 计 ， 它 还 不 是 待 求 的 对 X, 的 最 后 舍 
I 
В 7А h И Иә: Л АЕ Е. ари REA 
Хела Aa Nata 02—25} 
并 将 方程 (2—9) 与 方程 〈2 一 24) 两 端 相 减 ， 则 得 
RT Ф, (K, Ra И 
因此 
BRL = El Pas r- Kaim Rand + Wi 
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Чуд ае ьи + И," (2—26) 
根据 给 定 条 件 (2 11) 1 (2 —15) ， 并 利用 状态 方程 的 递 推 
解法 ， 可 以 证 明 ，Xi-i 与 И, 是 互 不 相关 的 ， 即 

Е(Х..- 6-0 И = БИ, (Xe — Rr = 0 
Ва, ЭР (2—11) 和 (2—20), ШЖ = (2 — 
20) 化 为 

Во ЕТ а үш = 
ж Еа р ај ИУ Prigi BH 


Р, 下 一 1 一 Ф,, mI Pi- Pi’, ra F APE (2—27) 
3， 观 调 估 计 通过 观测 ， 得 到 观测 方程 (2 10), Fi 
в Е. НАХ a+ F. (2—28) 


这 了 时， 我 们 把 Л. 视 作 对 状态 А, Н Н ¿(hL Jy 4 1 
—21) ， 其 误差 方差 阵 根据 给 定 条 件 (2—12) 应 为 
Б(Л,-Н,ХУ(7,-Н,ХТ БИЦИ, Re (2—29) 
概括 地 说 ， 我 们 从 估计 Ke 出 发 ， 分别 通 过 系统 的 状态 
方程 和 观测 方程 得 出 关于 状态 X, BWA hi: Kile Mr 
及 其 误差 方差 阵 Prr- 和 Ri 下 一 步 就 是 根据 这 黄 个 估计 来 
构成 X, 的 最 优 线性 稍 计 ， 这 也 就 是 下 面 要 给 出 的 证 明 ， 
证 明 RE ЕЁ (2 一 15) ， 可 以 证 明 
Е(Х,- Pas tli) Cor — XA 
= E(X,-@,,, X Dr g 
= EX — b, ,- Ç EVi=0 
ARER, Хь 的 两 个 估计 Pari Kii 和 Z; 满足 上 一 节 中 
的 要 求 ， 因 此 ， 只 要 注音 到 下 列 的 对 应 关系 ， 
P. Ha~H; КК, Die Ўн Z /— Z, 
直接 和 用 公式 (1—27) ， 就 得 到 最 优 线性 滤波 
Ñ Ir Pi Rt К+(7„-Н„Фь„,,_, Kai) 
其 初 值 名 ,= X, 是 给 定 的 ， 利 用 公式 (1 一 26) ， 就 得 到 
K,= Р-Н (H, P, ei Ti + Куу”! 
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利用 公式 《1--25) ， 就 得 到 

P, = Се КНР (OT - KH) + KRKI 
EWE P, EEN, ЕШ дщ (2—27) 

Prig- Ф.а P. s+ Qe 
这 了 网 完成 了 条 定理 的 证 肯 。 ет K, 和 P, BJ355F08 34B V, 
RL TARIE S РОЯ ВЈ, MAERA- TF, 

24 ETEMA ВУЛ, A in 
L METEN, WAJE (2—10 重 写 如 下 ， 

A 
EARR ЛА 5 (6-1) 关 的 人 稍 计 出 发 ， 根据 系统 的 状态 方程 
和 和 第“ 步 的 观测 方程 ， 就 可 作出 第 在 步 状态 X, 的 最 优 线 性 滤 
波 Ra. DG 然 开 始 的 站 计 X, ECAR IAT DL IK YK E B 
下 和 省 步 的 售 计 ， 即 X Хә, Хес. BAIAR, FA sm gan H. 


ВЕЕ N. 
2 。 利 用 方程 (2—20 , FE (2 一 16》 发 可 写成 
Ra Roa- HRK Zee Ш. ара) (3—20) 


Ье M Kio 是 X, 的 一 个 初步 估计 ， 即 最 优 - - 步 
МН. s ifa 0k И ЈЕ БАЕВ А 次 观测 Z, 与 其 预 
КЇН 

далаа Наа 
之 差 ， 兰 它 记 人 必 

22. нр 4 - Н. 
并 称 为 第 & KERF HRE. ЕР, WARK 观测 
MR TEA m KEARE М, PAR lar ME X, 的 最 优 
їйї. ШОКЕ Р, Ят Е 次 观测 Z, 中 还 包含 
有 由 Zea 表现 出 米 的 前 СА—1) 观测 中 所 宙 有 的 新 Jë E. 
因为 Zu 是 根据 前 C-D 次 观测 利用 递 推 关系 得 到 的 。 

з. 从 公式 (2—30) 可 以 咎 出， 最 优 钱 性 滤波 具有 “ 反 

馈 校 于 ”的 性 质 。 蒜 一 项 多 slx-， 是 诛 有 的 一 步 预 报 值 ; 第 二 
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项 是 与 第 & MWA E RE АОВ ТЕД. {ӨЕ К, Ж 
ЭА БЕРЕ. 

从 直观 上 不 难 推 斯 ， 如 果 一 步 预报 L 很 准确 ， 或 者 
说 Pila 很 小 那么 观测 Z WARIA, МИШ: Н 阵 
К. W ЛаКДХҖА. 这 从 方程 (2—17) 的 第 一 形式 基 直 接 可 hi 
的 . 极端 地 说 ， £ Pilg- STE 则 Kalai 就 是 Хх, 的 ЖЕ 
ГН, НМ K, 等于零， 根本 无 需 校 正 了 . 

另 一 方面 ， 旭 有 果 观 测 л, 很 准确 ， 即 А, 很 小 ， 那 么 观测 
Z, 就 很 重要 ， 因 此 增益 矩阵 就 应 大足 。 这 从 方程 〈2 一 17) 
的 第 二 形式 是 直接 可 见 的 ， 极 端 地 说 ， 如 果 R, BUTE, LL 
9 Риа 和 КЕ 相 比 可 以 忽略 不 计时 ， 则 由 方程 (2 一 
17) 的 第 一 形式 可 得 

K,—(HIRZIL) HT R; 
将 它 代 入 方程 (2 一 16) , АН! 
r= (HíI R Ho Hi Ry, 
这 和 如 权 最 小 二 乘 信 讨 公式 〈 见 前 章 1 — 25) E eA 
BJ. BEEF., R.->0 ЗАН Z, 没有 误差 ， 只 变 根 据 观 测 
ЭЯ 35 
Z,=H.X,+U. 

求 出 X, ВАА АД Ж {ЕБ ИА Г. WAY. ЛАА ЗЕК 
ТЕНЕ ЛЛ 2245 TFS S SV SE] BU, 

综合 以 上 的 讨论 可 以 说 ， К, 是 与 Pijp- 成 正比 而 与 К, 
成 反比 的 。 由 于 Pie-， 的 大 小 随 Oo 而 增 减 ， 所 以 可 以 更 
АНЫ, АЮ йн, ЖН K, BR, REREH 
重 观 测 ! ХЕЈР А, ЗМЕЕ В Л, ЗЛУЕ 
In if. 

4. RERE ERRET. ВАЕ For Н 
B RE G tir. 

5. БАЈ “aR БОЕ” FEE ta ДШИ] 9 
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下 面 的 方 执 图 (图 9 一 1) 表示 出 来 ， 


ч л 现在 估计 
x £ 


EEE ДАЙР 


A ДЕКА] ЧАК ЗЕ ФПИНИ, ИЗГЕ Эг, ILA Bl F. 
为 了 避免 复杂 的 计算 手雷 问题 的 本 质 ， 下 面 只 限 手 讨论 - 些 简 
单 的 情况 ， 

俩 1 考虑 由 数量 方程 

хХь= =н Бе], (3——1) 
所 定义 的 随机 过 程 ， 其 中 <, Po. JAA P, 的 高 斯 
随机 变量 ， 这 个 过 程 在 每 一 采样 时 刻 都 所 相同 的 绝对 值 ， 但 符 
导 布 变化 。 在 图 9 — 2 Limh y РЕ Рр, 
现在 我 们 来 观测 这 个 过 程 ， 假 设 观测 方程 是 
Zo ы 0 үзе (3—2) 
HPAI Vo ЕКЕН Јр F, Wa H Ft Wë 
声 序 列 。 将 状态 方程 和 观测 方程 结 侣 起 来 就 可 画 出 此 系统 的 方 
块 图 ， 如 图 3 一 3 лт, 
Eika, MAF (3 一 1) 和 (3 一 2) 可 以 看 出 
(b. = =l, Н„=1, Qat (3—3) 
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E 9—2 
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HERCA NVE (2—16). {МК} 


Ж, = — X. -| K, (Z; -上 КАИ, (3—4) 
MIRR ЛИ, 11 
& = 0 (2—5) 


Н MRI A ЯП 9 — 4 Pr as, 


Г 9 一 4 
下 而 我 们 来 进行 递 推 计算 ， 其 计算 步骤 是 
从 式 从 зк ощ, 
(2—1й) (2—17) (2—16) 
йыт неее P; |; | = >К. i = = 06 
| i А Кү 
| (2—19) 


就 此 例 说 ， 由 公式 (2 一 18) 得 


P, | ке 下 pil т 55-471 Q-a 
TEL (3—6) 
由 公式 523 --17) 得 
K, = | Prigat (Il е ч Кус! 
= Р,_ ор К 
_ уе (这 时 Р. 和 R, 是 数量 ) (3—7) 
REL: А, 
由 公式 《2 一 16) 得 
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х Ç Р, 

*ь ss — X. T р u 
由 公式 (2—19) 第 -形式 得 

Р, = ЖЕГЕ 站 HIR H: -l 
am К, 


C t Rra) (3—8) 


р, (3—9) 
MERE, ГУНЕ МЕТИ, 
АЊА l. ЖП 
P P R m T, 23 (3—10) 
ШШ (3-6) É, # 
Ju ass J, я (35—117 
. Р, 2 БИРЕ, 
K. =: л ыш: (3 12) 
由 Cc3 一 8) 式 ， 得 x， 的 最 优 线 性 滤波 
$= (= DR SZ (—1)5,) 


在 往 下 进行 计算 之 前 ， 壕 我 们 对 以上 结果 作 些 说 明 ， 如 果 
HARMA, HERRA (3 一 1) 、 那 么 根据 “均值 就 是 
最 小 方差 合计 ”的 原理 ， x Mi ИКТЕ ME 

Ps m iF ш) (3—14) 
HIRE ЛТ КА (3—1), Н ЛЕЙ (3—2), HH 
同样 的 道理 ，x， 的 最 仿 悄 计 应 基 

R= Ew = Е(2,-1 )=3 (3—15) 
现在 既 有 关系 式 《3 一 1) ， 区 有 观测 结果 (3 一 2)》 , Л 
Мп улл? 理所当然 的 ， 上 述 两 个 估计 (3 一 14)》 和 《3 一 
15) 538, REME THE. Hz 
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行 不 行路? 在 紫 例 中 不 行 。 因 为 信和 汗 (3 一 14) BRZIH 
生计 《3 一 15) WRZ л ДЕ 

Р.=2 ЖД А-1 
HATE., TERA., miiie m РЕ КЕЙШ. ЖШ. 
合计 《3 一 15) 比 (314) Eint, TEL EPE HLE ti 
计时 ， 应 谍 倚 重 居 计 (3 一 15) , АЈ, WBS e {ДЖИ 
不 同 的 权 因 子 ， 以 前 我 们 讲 过 ， 也 不 难 理解 ， 加 权 固 子 是 与 各 
自 误 差 的 方差 成 反比 的 。 依 些 ， 归 两 个 傅 计 (3 一 14) 和 (3 
一 435》 的 加 梭 平 均 ， 出 得 


x ОР ые 2 
2 п 


这 与 按 递 推 公式 求 当 的 结果 《8 一 13) 是 一 致 的 , 这 是 必然 
的 ， 因 为 卡尔 曼 弟 推 公 式 匹 非 就 是 按照 上 述 推 理 而 得 到 的 结 
论 ， 我 们 在 这 里 又 复述 一 这 而 已， 

{кж тиет. шз (5—9) 有 


Ш —## ЖЕНШ. Р, |р P, 和 Е, 6л, [Г 2, 于 诛 有 的 两 个 
ЕХ, 和 x, 部 更 准确 些 . 
BREI 
8. ае 
进行 下 一 轮 未 崔 计 算 . ШЫ ЕЖУ, nyi 
йл Р, - 2. 


р 1 
з кү 
б P+R, А 
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m x, 的 最 优 线 性 滤波 
RC IR + KZ,- (- 18.3 


к= фе 
= 2- 


希望 读者 对 此 一 绪 系 加 以 说 明 ， 像 对 竺 结果 {3 一 13) 那样 ， 
以 年 获得 较 直 观 的 认识 ， 


这 时 个 计 误 美的 方差 
_ РК, 1 
P= PLR Z 


由 此 看 出 ，P RDT P, 又 小 于 К, BJ. Р. 小 于 P, BH, 
第 二 步 滤 波 结 果 比 第 一 步 准确 些 ， 
如 果 给 出 К, 和 Z, їй. ЛБА ИРАН 六， 显然 这 
A HJ Pp JE B (T inj — 2 АЧ, 
ЖАҢ ИШЕ, RIE ЖЕШ pl F JL [al Bi; 
1。 若 对 某 一 个 А, R, BIRAK, WARA ЩЩ 
Des Ру. K, — 0 
网 而 
н Жы 8,1 
这 荐 入 我 们 的 直 驶 理解 一 臻 的。 既然 观测 噪声 的 方差 元 穷 大 ， 
那 就 是 说 ， 观 测 村 无 用 处 ， 兵 能 相声 原 有 系统 进行 合计 ， 
2， 另 一 方面 ， 者 对 某 一 个 ^, Л, ЗР, MAE F i 


K,=1 
而 滤波 方程 变 为 
й,=7Л, 


这 也 和 我 们 的 直观 理解 符合 。 既 然 观 测 嗓 声 的 方 阔 为 零 ， 那 就 
志明 根本 没有 了 噪声， 观测 是 完全 准确 的 ， 自 然 现 测 值 就 是 状态 
x, 的 真实 值 。 所 以 有 
РА, _ 
P= pie R? 
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3. 从 以 上 的 计算 , 可 以 想到 ，P 是 个 非 增 数 殉 。 若 再 有 
К,720, k= 1,2,-- 
的 话 ， 则 P, 为 一 单调 递减 数列 。 因 此 ， 它 在 上 稻 限 . 令 此 极限 
(Ë P, BD 
тар, Р 


将 它 代 入 方程 (3 一 9) ， 得 出 


T 
por Ri Ë — схо 
wo ЖО) 
P= 0 


ХЕ А НУУГА Bu adie . CARE XE 82 PJ, 
HEFIR MEHLE (3—1) Ит Б ЕЕЕ АЧ S 8 
多 肝 ， 零 均值 的 观测 噪声 o 由 于 想 卫 抵消 而 引起 的 误差 越 
来 越 小 ， 滤 波 值 就 越 来 戌 准确 .这 好 像 对 一 个 未 知 电 压 潮 量 的 
次 数 走 和 多， 测量 和 值 的 均值 融 越 搁 返 于 站 实 的 电压 值 ， 
希 要 说 明 一 下 ， 并 不 是 尾 何 系统 都 有 关于 方差 阵 Р. 的 
“ 稳 态 解 ” 了 ， 这 个 间 题 比较 复杂 ， 我 们 不 加 证 明 地 指出 ， 对 
于 完全 能 控 且 完全 能 观测 的 定常 系统 而 言 ，“ 稳 态 解 ” ?了 足 一 
定 存 在 的 . 
例 2 考虑 下 面 的 定常 系统 
We 
Z,=x, +V, 
其 中 
P. = 10 EW ,= 0, EW :1; EF, 0, ЕМИ = 8 
和 在 此 情况 下 ， 方 程 【2 一 18) 、 (2—17) 和 (2—19) Ж 
为 
Pilr- = AP... t 4 
4P, +£ 


Fa 
А АРЕ 7 d ШЕ 


=a — 
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-Pratl 


Pict > 


(Pi +1) z: q 
P. = P,- + 3 а 


Ју P, 的 值 ， 相 继 可 以 算出 不 为 任何 正 整 数 
时 Р, K, DE P, 的 值 。 现 将 开头 几 步 的 计算 结果 列 Ж 


ЩТ. 
10-—] 

È Fyle ' Кү Pr | 
Q | Те 10 

L ` 41 0.85 6.8 

2 31.2 0,8 6.4 

3 29,6 0,79 6.32 

1 | 29,4 0.786 6,29 


下 面 米 求 Р, 的 稳 态 伸 ， 在 上 上 列 三 式 的 最 后 一 式 中 ， 令 


P= Р, = P 
就 得 到 

р 5Р-6-= 0 
ШЕЛ Fe Йй у 


р-5 + м5 132 = 6.280 — 1.28 


Р 52736, ЕВЕ, BER 

P = 6.28 | 
和 表 上 的 数据 一 比较 ， 就 会 立即 看 出 ， 了 P， 已 经 与 稳 态 值 P 很 
近似 了 .这 就 是 说 ， 进 行 4 次 观测 与 递 推 计算 之 后 ， 在 一 定 的 
准确 度 内 就 可 以 认为 滤波 到 达 稳 坊 了 。 这 意味 善 ， 滤 波 方 程 
— 495 — 
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x, О О ГАЗГА = 25k ul 
当 ËZ4 BUSA FS E KR Y. ЕТМ, WR 对 于 计算 
ka HÈRE F j у. 
КИРГ ATRE BAR. TARARE. 
Мз 考虑 下 列 二 阶 系 统 


X= |, Ее И К 


01! Мазь 
其 输入 噪声 的 均值 为 零 ， 方 差 阵 为 
Ü Ü 
беке 00 i] 
其 观测 方程 


2р = хт А 


ЕЈ, ЖИЕН HAAR. JAN 


Rys 2+ (1) 
这 就 是 说 , £ ЗНАЛЕ АЕРА Е 38 
ХК НЈУ EREN 


el 
需要 求 在 稳 态 下 的 滤波 方程 
解 ” 由 方差 方程 2 一 18) ， 不 难 算 出 
Ри (о 1 О НИНИ 


_ 120 | 

l |19 11 

НЮ 5 A (2—17). 并 注意 到 
Н=(1 07 


不 难 算出 
| 20 10) | |Z. „[20 101171 
| 1 2 (сто 202021002) а+ с) 
е, 
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出 验 后 方差 方程 (2 一 19) ， 不 难 算 由 
pf 1]-]ст вз) ul 


1120 ЕЁ 10.95 j| 


“SILLO 1311 10,48 6.24 
яз JL P RTR A R 2 БЕ Г. 
# 9—2 
— К |} 
k | Pa. Жұ = 
j x 
| 29 10 
Е. [00 11] 
| 8,14 6,71 
š 16.71 7,241 
a j (9.05 5 ` 
j 5 СЕ 
3,6 2.97 
í | КЕ АА 
| 5.62 37 7.85 0.45 
"o E 2 | L. e) 


ЖТ HERA, T 310235 АРЕ АУТА Ж бл px, E 
形 ， 即 图 9 一 5 ,从 图 上 容易 看 出 ， 

1. 当 & 为 奇数 比 《为 偶数 时 ， 增 益 祭 隆 种 元 的 值 刘 水 
些 。 这 是 我 们 期 望 的 结果 ， 因 为 & 为 奇数 时 ， 观 淹 曲 再 从 给 
定 条 人 性 可 以 看 出 比较 弱 ， 观 测 绞 可 靠 ， 所 以 增益 筷 阵 应 该 大 
此 


— 


另外 ， 粮 据 同 一 原因 从 表土 还 可 看 出 当 点 为 高 а, 
кж Л = P, 也 比较 小 些 。 

2、 从 殴 上 显然 可 见 ， 当 Ас; 41], EHHE K, 就 
近似 地 达到 周期 性 的 稳 态 解 。 因 此 ， 可 以 认为 ， 湿 波 方 程 
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. fl ije [05р o-a na 
Ў» = F JEE: 10.23) (4. “1 0 is 


ё = 4, 6, -- 

2 [1 1 í 5] = 

Р, =} е) (Z|, — ` 1 0 18-2, 
&В=5,7,'Ще 


= PTR HIJI FE. 


PAT RERE AWIE 


考虑 出 如 下 的 状态 方程 和 观测 方程 
Xa = Disg- Aroi t 二 (4—1) 
“r к» (4—2) 
所 摘 述 的 系统 .其 中 sea 是 外 加 的 p 维 控 制 ， 并非 随机 向 
B, B, 是 xxp ЖЕ, И, 是 í ERA M рї, T... 是 
nx h FE: 其 余 各 量 的 含 闵 和 第 二 节 中 相同 ， 


s= es 
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RITE HE TRE, BE: 
1. P EFH. B 


EW,- 0, ПИ, = 0 (4—3) 
2. йўр Ер ЫЧ. EH 
EWW? = 0.8, EV VI - Riða (4—4) 
3. BPE ТЕ —Br2 |н] л] р) E H ЭВ). R; 
差 阵 为 
ЕЙТ 5,8, (4—5) 
4， 系 统 的 初 态 X, Б ЕЕ i ДЕЛ ЦЕП. Ej 
EX Wi әй, BRUT (4—6) 
Y BOB NAFA 
EX = X, E(X- X (X DTP, (1-—7) 


可 以 证 明 ， 站 上 列 假 定 下 ， 对 系统 C4 一 1)、 (4—2) 
而 言 ， 存 在 下 述 的 定理 : 
定理 2 在 满足 假定 条 件 (4—3) 9] (4—7) 的 情况 
Е, Ж (4—1) 和 (4 一 2) 的 最 优 线 性 滤波 方程 为 
es H, alg) (1—8) 
ИУ Е ЖЕ 23 
Ealair = Фа a-a Bratr- Ја r-i Наа в) 


(4—9) 
Ra Ў, М 
ТЕБ (4—19) 
Мау ЖЕУ 
К, Pa HT. Р HY + RO (4—11) 
预报 误差 方差 方程 为 
Pomas Mirra dead Pra araea an 
+I, И ЫЛЫЫ ГЕ РИН ЫН (4—12) 
滤波 误差 方 益 方 程 为 
Р,= (1—К,Н)Р, у, (4—13) 
— B00 一 
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HREH P,, 
这 个 定理 显然 是 第 二 节 中 定理 的 推广 ， 它 的 证 明 上 比较 复 
杂 ， 就 不 在 这 里 引述 了 。 和 但 有 此 问题 需要 说 明 . 
1. 作为 特例 ， 知 他 
irag, sp Г,= 1 
则 此 定理 变 为 第 二 节 中 的 定理 1 。 这 是 很 容易 验证 的 必然 结 
iÈ, 
2. EN 
„=й, ть=0 
则 除了 把 第 二 节 定 理 中 的 wx-， 换 成 本 定理 中 的 Г. О.Г, 
之 处 ， 两 个 定理 的 其 余部 分 完全 一 样 ， 证 明 也 一 样 ， 
з, Ж 
Se= 0 
则 本 定理 的 证 明 仍 可 仿照 第 二 节 定 理 的 证 明 给 出 来 ， 读 者 可 以 
自己 练习 一 下 ， 


这 个 问题 比较 困难， 严格 的 曾 述 必须 涉及 随机 微分 方程 的 
理论 ， 这 就 超出 了 本 书 的 范围 . 事实 上 ， 多 数 文献 ， 其 中 包括 
卡尔 学 - 布 西 的 原作 ， 对 毕 一 问题 的 论证 部 基 不 够 严格 的 ,下 
面 采用 的 讲法 ， 就 是 卡尔 曼 首 先 用 以 推 好 最 优 滤波 方程 的 方 
法 ,为 便于 理解 ， 我 们 适当 地 作 了 些 简化 ， 因 此 只 具有 形式 推 
证 的 作用 . 

这 种 方法 的 实质 在于， 利用 人 慨 限 法 ， 从 离散 系统 的 结果 推 
出 连续 系统 的 绪 果 ， 

5-7 系统 的 数学 模型 
ЖИШШ F ЗД лк y ЖЕ ЯН ЖЕЙ) Jy pe 
X (D = AG) X G +W (QO (5—1) 
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ZD H Gy A GD - V G) | (5—92) 
所 描述 的 系统 。 其 中 
XJIZ- 一 -是 # 维 状 态 向 量 和 > Иа, 
We # V # HERA BEJI m ДЕА МАЈУ Е Е, 
Ас) 和 上 的 JESH ?xz 和 为 xz EE, 
我 们 将 讨论 卞 述 伐 简 单 而 允 典 型 的 情况 ， 即 假定 
1. 随机 过 程 (оу 和 4 G) ФЕЛА Ийт 过 
Fe, ЖЕ РЕЛ aA 
Covi (D, W (тул ELW (D W (z)! J 


+ О(Фуд(#— т) бп” о) 
Covi OO VF (yy e EC И (ту 
_ R (O) a G — z) (5—4) 


其 中 3 函数 的 定义 是 
5D=10 当 won 
leo Щщ :-= 0 Pj 


©з 


[вауй+=1 
ЖАИЫ, (Diraca Юй, Нон sxe ME ОП) ЖОЙ Ж 
ERER; axm ERE RO 是 连续 正定 的 ， 
2， 和 输入 噪声 随机 过 程 与 观测 噪声 随机 过 程 是 也 不 相关 
的 ， BH 
ECW (V (тул = 0 (5—5) 
3. 系统 初 态 入 (0) 的 均值 和 方差 阵 分 荐 为 
Erx (0 i= (0), Мато) EX 


— K(0) (X (0) — K (0 375 = P, (5—6) 
且 和 和 上述 酚 个 随机 这 程 都 不 相关 ， 吕 
ECX HD =0, БХИ О) = 0). (5—7) 
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我 们 现在 药 问 题 就 在 于 ， 当 观测 (А (0), Ост) 给 定 
时 ， 确 定 系 统 5—1) A (5 一 2) 的 最 优 线 性 滤波 . 
5-2 БЕА 
对 于 系统 (5—1) ЯП (5—2) 而 论 ， 当 满足 上 述 三 项 
假定 条 忻 时 ， 有 如 下 的 定型 ， 
定理 3 存在 下 到 三 个 方程 ， 
TI， 系统 的 最 优 线 性 滤波 方程 为 
OAMMR 0а КОСО) -HOROI (5—8) 
其 初始 值 50) ХО, 
2. 增益 方程 为 
Ке) - Ре) НТК (Р (5—9) 
Hpi ЕЕ KO 是 个 sx m MOP POJO 是 滤波 误区 
Xu z X G — 9 (0) 
Ҥй, Ж 1 x x# BRE, 
з. уу рй POD ДЕБЕ ЛИЕ 


P- АрР+„+РАТ—РИТЕ-'[1р+0 (5—10 
的 解 ， 初 始 条 和 任 是 
P (0) = Var" À (02 J = P, (5—-11) 


方程 (5—10) PAD 25: 3 
5:5 准备 知识 
在 给 出 定理 的 证 明之 前 ， 有 必要 说 洪 楚 几 个 问题 ， 
1. ETEA RES EZERA 
证 有 方程 
X- AG X +IV (5 (5-12) 
现在 来 求 它 的 离散 化 方程 。 为 简单 想见 ， 在 以 下 的 讨论 中 ， 高 
阶 无 穷 小 项 我 们 就 不 写 出 米 了 了 了。 和 根据 导数 的 定义 ， 出 方程 《5 
—12) H) Í 
XG di - Хес ADAX (y + И (r A; 
аў 
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X (¿+ di) T+ AG 40 X (t + W (th At 5—14) 
WRR 0710 
XG =X,-, XU + Jt Х,, 
(I+ AWAD =P,- ИСЭ d= W ,_, (5—14) 
WAR (5—13) 化 为 
Хо D+ (5—15) 
这 就 是 方程 (5 —12) 的 离散 北方 程 ， 两 者 之 间 的 关系 式 已 由 
公式 《5 一 14) ЖЖ, RHR, ЕРЕН АРИНЕ (К. ЛЛК {И ИЧ. 
J: 越 小 ， 近 似 程 度 越 高 。 
观测 方程 根据 类 似 推理 可 以 离散 化 为 
Z(+ JD У-Н = Ji X (4 A tL t+ Агу 
Вр 
Z= Н.Х. +1, 
其 中 
Zi， 
2. 随机 过 程 t(D} 与 随机 序列 开本 的 关系 
为 了 获得 对 零 均值 归 阳 再 过 程 的 直观 理解 ， 进 而 说 明 
iW (D+ 与 Wy MXR., ГЕЛА TAES, BEHE $ 
ЛЕВЕ Ш RRB EPES. З ЕР Шз АЛ АЕ 5 2 НЕ ДП АЈ, TER 
БЕЗЕ БУ ВОВЕ РЕЗЕ дА sh, JAPEN, Jë 
ТЯ 18700 е УУ ТЕ ВЭС Ж дА А). рн, ВН — 


ДЕНЕ ИЗ SJ, 
We tA ТЕШ ЕЗ — АЛА д. ВЕТ А АОН br Т ТЕ 8 р Я 
ХХ, Вр 
х0) = 0 


那么 根据 运动 的 完全 无 规则 性 ， 质 点 在 任 一 时 刻 的 位 置 
xG) ETENEE., Tü НТ 

ECx] =0 (5—16) 

EHAE: Бл {ЕТЕ ШИН A Ze Бу їп] {+ 1л а АВЕ 2: EF 5155 
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的 ， 册 此 世 移 的 均 便 为 零 ， 打 个 比喻 说 ， 有 一 个 坛子 装 有 无 穷 
多 的 球 ， 半 数 的 球 写 着 - 1 ， 半 数 的 球 写 着 - : 。 从 中 任意 取 
则 如 和 干 个 球 ， 球 上 数 生 之 和 的 均值 根据 古典 概率 理论 是 必然 等 
TEH, 
此 一 运动 ， 有 两 项 性 质 与 定 埋 的 证 明 有 关 ， 
(1) 和 容易 起 到， 对 于 任何 
i 
的 时 刻 而 言 ， 位 移 
Ed = ty w= хб) 
Вр ВИА ЭЗ JBE TUE ШТ. їп НОЯ Ж SE phar, 
Н Ж 
Elsin w]e (9—17) 
拿 刚 才 的 比喻 米 说 ， 一 次 取出 藉 上 个 球 ， 其 数字 和 十 个 均 
值 为 零 鬼 随机 次 量 , 记 为 ww. 另 -- 次 又 皮 出 蔡 干 个 球 , 其 数 宁 和 
也 是 均值 为 零 的 随机 变量 。 记 为 w。 轩 为 是 随机 取 ТР, Ж 
出 +1 好 与 -1 АЛИНИН АЈ, П ал 和 o, 两 个 
随机 变量 没有 理由 说 它们 有 任何 关系 。 它 们 乘积 的 均值 就 应 该 
= РБИЕ ВЕ, ИЗЕР, ЕУ. ТО НАНУ Е 
机 变量 为 o ШШЕ, BPA 
f i= 1,2, e} (5—8) 
ЖАЛЫ А — A P IB S FS ПЕ}. 
Ha КЖЕ ГА. Ер ЈА 25, DE gs ZE 4 8384 BIC 
间 上 的 位 移 构成 一 个 牟 噪 声 随机 序列 ， 再 进一步 说 ， 质 点 在 各 
相继 时 间 区 间 上 的 平均 速度 Ип) (广义 的 ! ) 询 成 一 个 白 
际 声 序列 ,极限 地 说 ， 质 点 宾 每 一 时 刻 г 的 速度 就 构成 一 个 
己 噪声 随机 过 程 ， 因 此 有 


ECW DW (тус fe (5—19) 
(20 对 此 运动 面 说， 有 
Е{х(їҥ+ҥ T) -xi СТ (5—20) 
—- 605 — 
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其 中 忆 是 其 一 个 正常 数 ， 上 式 的 含义 是 ， 质 点 在 任何 一 段 时 间 
上 的 们 移 的 方差 必 与 该 有 自 时 间 成 正 出 。 这 是 可 以 论 证 的 ， 但 我 
们 仍 拿 措 球 的 比喻 来 说 明 ， 
ВЕЕ а, НЕА ПНЕ Е н 1， 地 可 能 是 - 1, 
记 此 随机 变量 为 wm， 显然 有 
Бо = 0) 
其 方差 
I x 2 y? 
Ра, = 50-0 +C 1-0) 
al 


更 在 连续 依次 摸 出 # 个 球 ， TH W TU ТЕК HU BB HL TE Pt 28 (Ну ja tt 
Gn 显然 这 # 个 в, POMA A), H 
La sss =] =й 


E (ш, + ay б о) = 0 (5—21) 
再 利用 两 两 独立 随机 变量 和 的 方差 等 于 方差 和 的 定理 ， 叉 有 
D (o, :Wi (5—22} 
如 果 把 球 上 的 数字 改写 成 +С 和- C MES, MATIREN, 
上 式 就 变 成 
О (о, + е, 4. tawd = Eia + a, + 4 a.) 
— (=) 


上 式 的 含义 与 《5 一 20) 式 是 相同 的 ， 但 直观 些 ， 

(3) 现在 我 们 要 以 方程 (5 一 20) 为 根据 进行 工程 化 ， 为 
简单 起 见 ， 我 们 取 常 数 忆 等 于 1， 把 荆 这 段 时 间 上 的 位 移 的 标 
准 差 ( 妈 方 差 的 平方 根 ) 叫 作 了 这 段 时 间 的 位 移 , 并 记 为 x (T). 
这 与 电工 里 用 电 下 和 谣 寿 效 值 来 刻 划 交 变 电 压 是 一 同事 ， 这 样 -一 
来 ， 由 方程 (5 一 20) ， 得 到 


x{T) = Т (5—21) 
或 
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ху = åt | (5-25) 
Т.А Жел АЛЕ А! 时 间 内 的 位 移 等 于 这 上 般 时 间 的 平方 根 。 m 
И, РВА 1. ТО НУУ p 10°', ТО РАВ 
ALFE, 火 家 知道 ， 若 质点 的 速度 为 常数 ， 则 在 А! Bj Hj 


的 位 移 应 与 A: 成 正比 ， 现 与 vdt 成 正比 ， 表 示 质 点 的 速度 
ERREK. EARR A. mi 


хД) ___1 
di д (5—26) 
上 式 左 端的 物理 侠义 是 平均 速 六 ， 将 它 记 为 W G+ ДР), Вр 
Иа ЕДЮ = i (ОТ) (5—27) 
„И 


EARI, Ж 27 这 段 时 间 内 的 平均 速度 与 这 段 时 间 的 平方 根 
ШАШ. 例如， 1 秘 的 平均 速度 为 1 ，10 习 秘 为 10，10-! 秘 为 
10 ， 等 等 。 由 此 可 知 ， 质 点 的 平均 速度 是 由 泡 窃 大 开始 随时 
间 而 递减 的 ， 
令 汪 -=0， 出 用 方程 《5 一 27) ,得 

MW (t) =: 6: (t) (5—28) 
ERARA 070) 的 定义 是 

ayy 0 

А Ё- Q 


J со: С) 7000 = 1 (5—99) 


— (уу 


WIREX, EME ó РАР ЛЕ, Вр 
Cra) 0) (5—30) 
由 方程 (5 一 28) Wam, HAE t-20 {质点 每 次 受 分 于 冲击 
的 瞬间 都 可 看 作 250) 的 速度 是 无 穷 大 。 
已 经 讲 过 ，: 5 一 27) 式 所 表示 的 平 约 随机 速度 在 各 相继 的 
时 间 区 间 上 是 两 西 独立 的 。 若 取 极 限 情 况 ， 训 以 认为 质点 在 各 
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AARBEIE 广义 的 ! ) 是 相互 独立 的 ， 从 而 根据 方程 


《5 -一 28) 有 

W GW (z) = 6(t т) (5—31) 
或 痪 写成 

E IV GW (rs = 6 (t — z) (5—32) 


#81, — H Bls sh. ТЕЛИ ТНТ T AIEI ВЕ А 8 1 
噪声 随机 过 程 . 其 蛋 地 说 ， 锅 是 

C1) ААУ РАЈНИ 2 5, [ар 2215 др СШ PE Hu fE 
O жау EREE 的 机 会 是 相 筹 的 ， 所 以 其 位 移 
和 速度 都 是 随机 量 ， 且 均值 为 零 ， 

(2) 由 恋 两 次 碰 权 以 至 任何 两 次 碰撞 之 间 而 产生 的 运 
动 ， 册 质点 的 位 移 与 速度 是 相互 无 关 的 . 

(3) 每 次 碰撞 一 发 生 ， 质 点 便 获 得 无 穷 大 的 速度 ， 然 后 


随时 间 按 7 ш. ЛЕР ЕЛЕНУ К, {НЕ АНЫ 


їн] ру B9 235 5 E 
1 = p 
A Ді = ,⁄ À! 


而 与 dt REE. 

Са) 设想 每 两 次 碰撞 的 间隔 时 间 为 df 一 0， 这 就 变 成 
质 氮 在 任何 有 瞬间 药 速 度 都 是 无 穷 大 ， 可 正 可 负 ， 任 何 两 个 瞬间 
的 速 庶 都 是 不 相关 的 ， 就 是 说 ， 维 然 这 一 时 刻 的 质点 速度 是 正 
的 ， 但 下 一 阴间 质点 的 速度 可 为 正 也 可 为 负 ， 且 机 会 是 的 等 
的 。 

概括 起 来 说 就 是 ， 质 氮 在 任何 瞬间 都 以 无 穷 大 的 速度 运动 
有 皇 尾 何 卿 间 帮 在 区 无 规则 地 改变 运动 的 方向 。 这 就 是 白 品 声 随 
机 过 程 的 一 个 模型 。 实 际 当 然 不 会 如 此 ， 这 不 这 是 极限 情况 而 
已 。 

根据 相 辣 推理 ， 可 把 方程 (5 一 32) 一 般 化 为 


06 
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ECW (DW (т) = gG 8 (t т) (5 一 33， 
将 以 上 讨论 推广 到 多 维 情况 ， 就 不 难 理解 ， 上 式 应 为 
ECW (HW (т)']й=0{4)8{4—-т) (5—34) 
Zm Кї лї (5—3). 
A L Br h LR q TAS УИ, HPE. EÈ, Sait 


£ BJ T ЖАПЕ ЖУ НЕНИН, 
5-4 定理 的 证 明 
为 方便 起 见 ， 现 将 原来 方程 及 其 离 淫 化 方程 重 写 如 下 ， 
X=ADX+WO) (5—35) 
Z= H) X + V (5) (Б—36) 
P Ht tF, Jr $ | 
KiB K+ И (5—37) 
Z= H,X,+ UV; (5—38) 
两 者 之 间 的 关系 式 为 
ХО) = Ki RES A = X,, 
(I+ Ac) 45 = Dupi (5—39) 
10+ r =Z, Н+ J!) = H, (5—40) 
И (уд =, UG д = V, © (5—41, 


F 83110 НЕ АН ВНА sh уН, ЗН F xÉ BB HLE РЕН 
方差 阵 之 间 的 关系 ， 从 方程 (5 аа, WREE W г; 
理解 为 随机 速度 的 话 ， 那 么 Wa 就 可 以 理解 为 随机 位 移 ， 而 
其 中 藉 一 个 等 式 较 准 确 的 写法 庶 是 

W G+ EAD A=W 
因 池 有 | 

ЕСУ Cr EADW G+ ADTAM = ELW p WT, 
利用 方程 (5 一 27) 、 (5—20 ЯЙ ШЕЙ, PERTE 


O (r+ AD; А = Оу, (5—42) 
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Qi + FAD AE = 9, 
因 О) 是 连续 的 ， 略 去 At 的 高 阶 无 穷 小 可 将 上 式 


写成 
Qt At = Q, ` (5—43) 
根据 同样 推理 ， 由 方程 《5 一 41) 的 第 二 式 和 给 定 的 条 
忻 ， 可 以 得 
Кет) _ 
ra R, 
或 
Кә = Redt (5-—44) 


以 下 证 明 的 思想 是 ， 通 过 高 艇 系统 (5 —37) ЖП (5 一 
38) 的 滤波 公式 ， 取 极限 得 到 连续 系统 (5—35) 和 (5—36) 
的 滤波 公式 ， 具 体 作法 如 下 
ll， 最 优 线性 滤波 方程 
忆 知 第 二 节 中 定理 1 的 滤波 方程 (2—16) 为 
Ñ i= Ф,, + Kala Н,Ф,, 1-00 
HAERA A (5—39) 和 (5 一 40) ， 可 将 上 式 改 写成 
эъ Д = (I+ АУДУ ЧУ + Ka + A CZ EE + ДР 
— HOt+ At) (1 + Ауд 9 a) 
稍 加 整理 ， 得 到 
шы шы. = АС) О) + — tAn, "Z (t 
+ À — НОД) (£ (y - AGy САР) 
取 极 限 ， 令 上 式 中 的 出 一 6， 并 记 


КС + di _ _ 
lm TEO (5—45) 
则 得 定理 3 中 的 最 优 线性 滤波 方程 : 

= AG) SC AKOZ -HORE 


(5—46) 
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2. 增益 方程 
现在 来 求 极限 (5 一 45; 。 由 定理 1 的 增益 方程 (2 一 
I? ， 有 
A! 


根据 离散 化 关系 式 ， 可 将 上 式 号 作 


ксы = PCG+ 本 | 六 五 人 + дрн + ADPU 


= Рик НН ЫН + А”! 


+4 |гуН (+ ДТ + Куз! 
一下 人 十 和 的 页 人 二 和 和) 
Р + ДРОН (1+ ADTA + R, At37 (5—47) 


而 由 方程 (2—18), Җир 
PG + A| = (T. A AD PGND d + AH ДР? 


+ Q- (5—48) 
借助 方程 〈5 — 43) ; 
0.1 = Q (D Ді 
在 方程 (5 -一 48) 两 边 令 27-0, KERE., M 
тр + {у= P G | D (5—49) 
利用 上 式 的 结果 和 等 式 (5 一 44) ， 由 方程 〈5 一 47) 可 得 
lim 49_ PG 1 HT Gy R-1 (д) (5—50) 
或 
К = рОН ОКУ) . (5—51) 
这 就 是 定理 3 中 的 增益 方程 (5—9), 
з. 方差 方程 | 
Ж ТЕЗЕ ЖЕТИ ЗЕ ЛУ ЕЕ, BEMI 中 的 方程 (2—19), 
Р,=Р„|,-,— К,П,Р, 1-1 
可 号 出 
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РЕ dilt+ Ду = Рат At] - K+ dp H (t 
+ AD PE Az]! 
利用 方程 〈5 一 48) ， 并 稍 加 整理 ， 略 去 无 穷 小 项 ， 得 
Решит гә кч) - Aty PGD 


ту „бк _ K G+ AD 
十 卫 人 的 А (0 р И. Н+ AH P (t 


+ A: |) 
令 由 -一 0， 并 惜 助 方程 〈5 一 43) ‚ (5—49) 和 {5 一 50) ， 
则 得 | 
PG] = АйуР@ у + PG] АО) + 
- P@|[D НУС) КУН (РК) 
或 简写 为 | | 
P= Apa PAr- PHTR-1HP +0 (5—52) 
这 就 是 定理 3 hb ЕН (5—10 。 又 根据 给 定 条 件 ， 方 
程 (5—46) 和 (5 一 52) 的 初始 条 件 显 然 是 
90) = (0) 和 Р(0) = P, (5—53) 
定理 证 完 ， 我 们 在 一 开头 就 齐 过 ， 上 述 证 明 是 形式 上 的 ， 
为 了 帮助 理解 滤波 的 意 妆 ， 我 们 讨论 几 个 例子 ， 
例 1 设 一 维系 统 的 状态 方程 和 观测 方程 分 别 为 
хау = 人 0 (5—54) 
x (1) = x (P + z tt (5—55) 
初始 状态 х0) 的 均值 和 方差 为 
ECx (M] = x, EL (0 -xps P, =5 
HWRE v (i) 是 零 均值 白 噪 声 过 程 ， 其 方差 参数 为 
R (y = 2 
需要 求 x 的 最 优 线性 滤波 ， 
Ж ”在 此 例 中 
A=0, НО) =1, Ж) =0,0(H-0, А = 2 
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代入 方差 方程 〈5 一 10) ， 得 到 


P= - +P. РФ) =5 (5—56) 
此 方程 的 解 为 
_ 10 
hi 二 2 
将 上 式 代 入 增益 方程 (5 一 9) ,得 
Ка ә 《5 – 57) 
5i + 2 
将 上 式 代入 滤波 方程 (5 一 8) ， 则 得 
угушу гарну a 
80) = 9 000 ~ 02 (5—58) 


就 这 个 例子 ， 让 我 们 说 明 几 个 问题 ; 
1. 从 方程 (5 一 54) ， 可 解 出 
x (tt) =e {常数 ) | 
ХИ, HAEREA х (0), DM хс) 就 唯一 地 确定 
了 。 换 名 话说 ， 如 有 


Р,= 0 (5 – 59) 
ny 
xE) = x (0) (5—60) 
另 一 方面 ， 满 足 初 始 条 件 (5 一 59) 的 方程 〈5 一 56) 的 解 为 
РО) = 0 
H J. ХЖ 
Kt) =0 
因而 滤波 方程 变 为 
$=0 
它 满足 初始 估计 值 (0) 的 解 自 然 也 是 
& GD = x (0) 


这 与 方程 《5 一 60) 的 铺 果 是 一 致 的 ， 
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2. # х0) ВЗЕЛО, ВНЕ АМАЛ ЈА, {НА 
误差 为 零 ， 这 意味 着 
Айу=ф 
ВБ eS н ЖЕН, ТЕШИК МН 
x (£) = = (Ë) 
эЛ. ТЕ Їнї Г, ағ 
K) = Pi HO R С G со 
不 难 由 方程 
Q = KG ts (0) – #00) 
BJ SE TA GL МЕ Hi 
50) — £ (t) =0 
这 上 与 直观 结论 是 符合 的 。 

3， 就 本 例 说 ， 其 实际 情况 是 通过 不 断 地 吏 测 来 估计 一 个 
随机 变量 的 代 ， 好 像 我 们 通过 测量 来 癸 计 电压 的 值 一 样 。 吞 观 
测 没 有 误差 ， 自 然 观 测 值 就 是 真实 值 。 现 在 虽然 有 误差 ,但 由 
于 是 等 均 秆 和 的 ， 所 以 观测 值 必 热 在 真实 值 的 上 下 波动 。 不 难 想 
天， 观测 时 间 越 长 ， 观 独 数 据 的 黑 计 结果 受 误差 的 影 虹 就 越 
小 ， 国 此 ， 对 本 例 而 言 ， 赁 坦 观 推理 应 该 是 ， 当 观测 时 间 很 长 
时 ， 人 估计 值 要 等 于 观测 的 积分 平 欧 值 。 

另 一 方面 ， 从 滤波 方程 


sw _ ж 
х= TO 901) К] 


ЖЖ, ЕКЫ, LETHA E 
#= Cf) A) 


这 是 一 个 一 阶 线 性 向 分 方程 ， 利 用 其 通 解 公式 可 得 
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RO =: г [e+ [22 de] 


=. Afer [6 di) 


当 РКИ. ЕЖА 


В Жл 
& (z) = — j s (t) t 


这 和 直观 推理 是 相符 合 的 , 
例 2 很 设 我 们 所 情 送 的 信号 是 出 一 阶 微分 方程 
к= — zx + Ж (IO (л>) 
ЙЫ RRE ЖУ ЖЕ Ut k РЕЖ, 已 知 其 中 
2720, Бїх(@ф7]=0_ ECx (0) l= ao 
H жп) ДЕ ii FI Wap, J 2828 
Бї (tm (ту = од (t — t) 
J ЕЛЕШЕН S ле 
s (E = x (t) + s (D 
其 中 г) ВИНИ Ер. JAA 
E eier) oad tt т) 
M ww 人 的 of 的， 二 省 都 是 各 不 相关 的 ， 
现在 的 癌 题 是 要 确定 接收 器 的 特性 ， 使 收 到 的 信号 吴 韦 
“最 小 >， 这 里 所 指 的 职 声 最 小 ， 其 含 叉 就 是 滤波 误差 
X (D = x(#) — х) 
的 方差 最 小 。 
解 ” 这 个 问题 当然 用 定理 3 求解 ， 这 时 有 
Аб) = -а, Hú =1, P,= ak Q (0 = al, 
R G = o°, 
将 它们 代入 方 莽 方程 《5 一 10) ,得 出 


P= – ЗаР =s L - P: +o, Р) = 
Fz 
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为 求解 此 方程 ， 可 先 分 离 变 量 ， 得 


2р _ dł 
P + 2201р — ata: | 25 


记 方 程 
P’ + 2ао1Р – atai = 0 


的 两 根 为 p, 和 p, ШЙ 


а | aP ] 
(Р-р) (Р-р) р-р) Р—р, Р-р,} 
=. 
а*, 


йт 


pi- p= 2а, | а. 
d 
所 以 得 
dP 2р СУТ 
Ро аы е 


对 上 式 两 端 积分 ， 稍 加 整理 ， 并 记 


45 
= 2 di 

p= y + 
е; 


就 得 到 


P (1) — Ë _ na u 
P (z) 一 P: 8 


其 中 a ERDER., КАНА 
Р (0) = о> 
R| Щ 


2 
ќї 一 一 = 
@ = A аы 


利用 凡 上 第 时 ， 可 以 解 央 估计 误差 的 方差 为 
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Pi- Ë — Peare 


Теше" 
由 方程 (5 一 9》 ,可 得 增益 为 
Kit = 2 
由 方程 (5 一 8) ， 可 得 姜 波 方程 为 
Ёё = – 28 + — 9 = % (i) =R] 


леная. 当 上 ЕКИ, A 


з 
Р(Фу-*ру= -ay 


最 优 接收 器 是 一 个 党 系数 线性 系统 


Q= — aÑ 4 б шту + [а-а Еа. 
о g 
或 


Q= -pR 20 (Р) 


其 方块 图 如 图 9 — 6 所 示 。 
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从 个 计 误 差 的 方差 РО) REANA, BARRA FE 
固有 的 精确 度 限 制 ， 它 由 o 的 值 总 定 ， 于 面 我 们 看 一 看 三 个 
特殊 情况 ， 

1. #т a Ф т/а. MH 


' . a 
2 о 
p= (ажат Го 
- їй 2» - 


2. {т aaoo W 
M= 0.4140 
З, Фа < а`/ о, Bi) 


Pp == aS; 


习 题 


1， 用 精 庶 不 同 的 表 对 同 .电流 进行 了 两 识 测 景 。 头 次 的 测 景 值 
为 1 ， 误 差 的 方差 为 ot 第 二 次 的 测量 值 为 L, WHAWHE, 试 
未 电流 的 线性 最 小 方差 佑 计 。 设 误差 的 均值 为 零 。 | 

2. 同上 题 ， 设 第 三 次 的 测量 值 为 h, 1892 АЈ ez:， 试 根 
据 前 再 次 和 这 一 次 的 测 层 值 ， 求 电流 的 线性 最 小 方差 估计 ， 

з. W X, fg X: ЭЖЕШ С ХО 的 两 次 独立 无 偏 佑 计 ， 
{я = Ку РОА, CA 


АЖ А 的 线性 最 小 方差 仿 计 ， 并 与 第 - 节 例 2 的 结果 比较 ， 
4。 设 系统 的 状态 方程 和 观测 方程 分 别 六 
АЕ) 
Ze= Xk+ Fk 
其 中 X, 是 п RAR, KUARA ЕК ОН 
EXO) =, УатХ(0) = CI 
观测 噪声 FE Б ХС АТОН у, ИҢЕ ЖЕЗ 
EV i=0, ЕР, = дЫ; 


— 518 — 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


试 求 当 Сос 时 的 最 优 缓 手 滤波 X. 及 其 滤波 误差 方差 阵 Pi 
5。 设 有 数量 系统 
Хк = Xk. t Ek] 
Ey = Xy * V" 
它 满足 出 (2 —11)2JC 2154853855 КЕЕ, PEA 
P = 20, Ое АЕ 
试 求 在 稳 态 下 的 滤波 方程 ， 并 说 明 其 代表 的 实际 意义 ， 
6， 设 有 数量 系统 


1 
yk = 2 **-! + ек. | 


ты = Ek t ik 
它 满足 击 (3 — IDA 2 —15) Kk Sr ERA PF, ЭРЕ 
x, = 0, Ра = 1: Ок l, = 2 
ЗЕР ФК. ЯЛ, l fE 
кж ЕЕ 
їз ta IEE ТЕШЕ а 和 ir 
7. НБСЕ ЕА ЛОР 28 4k 00 y ЗАК F EE, 
8. FE Т 
x (E) = 0.92 (h — 1) + 0,1х,(Ё— 12 + plk — 1) 
r {k} x k- l+ 00.8. (&— 1) 
206) = y, Kk) + u (R) 
EHEH 一 11) 到 《2 —15>& Жл. PEL H 


Еј 1 з esla 1 es [0 о) 


R(k)= 1, 200) = - 2 
HORA ЕЕЕ X CI. 2,01) 和 滤波 误差 方差 阵 五; 。 
9. шол 阶 系统 
Хь= AX... + Ша) 
Z= H Xut V, 
它 满足 由 C2 1GA —15) # ел 4E, H. 
Q= 0, ъ= А 
HLI ОЗЕН ШИ. i WG EE Su g ВЕЗЕ 5 BBM АЈ, ЗАНЕ РЕ 1 1x_， 
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Щщ #-=со 时 的 援 限 值 Р! 满足 方程 
Pi= АРАТ АРНТІНРІЫТ + К) НРАТ + Q 
10. 利用 第 8 ЖИП ЖУ БЕЯ 9 ДД Л Ж 5 8 
_[ 3.34 —0.636 
ДЕ ис о 
并 进一步 计算 在 稳定 状态 下 S, M š, КИДЕ ЗЕЛ ГЕЛЕ ЫП ЛЕ23.06 和 
0,19, 
11, #8 ДН 
，_ 3.06 一 0.52 
ER 0 
扶余 数据 不 变 ， 试 计算 Pils A Pl， 并 说 明和 计算 结 果 的 食 头 。 
12, TE H W DC 
£ = -a+ wit) 
БЇ © = x+ uú) 
它 满 足 从 (5 一 3) 到 {5 一 ?的 假定 亲人 柏 、 设 
ОФ = R=1 
WREG РАЛА РЕЛЕ УЕ, 
13. 给 定 二 阶 系 统 


R= [1 o] š [i] 2o 
z=[ 1 QJ +С) 
它 满足 只 (5-- 3 到 (5 一 7 的 假定 条 件 ， 并 已 知 
Eel wir] = ðt- r, ЁСоС) Сту) = 30(1- т) 
WARE ЗА РАЕС АЕ ЗЕ ИСУ. 
14. ТАЖ ЦН EFT S НЕ HH 
Қъ= (Р! ре 1 + HTRE ТАТТЫ RL! 
= PrH hR] 
15. ЖЕН 
P: = Р! ру, + HT R I HT 
= {4 - Аун) РЬ | у 
15. 给 定 一 阶 系统 
第 = 中 
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^к=Хь„+Ёү 


J 391 
8 о ps 
К | ， | 
X ila Е А Z = | ` 
„а = 
更 计算 出 帖 计 值 
T 
К 5 
мга о 
= = | 
5 | 


Ш EE f + 


=- p2 — 
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附 采 一 ”和 矩阵 微分 法 


在 现代 控制 理论 中 ， 常 遇 到 第 阵 微分 法 ， 就 表达 式 


来 说 ， 由 于 和 B ЕЛ ИДЫ, прин. MAREA 
种 不 同 的 导数 。 除 数量 函数 对 数量 变量 的 导数 外 ， 


ЖЯ F ¿N 


种 . 这 八 种 导数 的 定义 并 不 统一 ， 这 里 采用 的 是 多 数 的 讲法 ， 


下 面 先 分 别 介 绍 八 种 导数 的 定义 和 运算 公式 ， 然 后 再 统一 


йе Ж. 


我 们 采用 符 导 As REAR, А.В WEHR. EER 


代表 转 置 ， 如 不 特别 指明 ， 记 用 的 向 量 都 假定 是 x 维 的 ， 


第 一 节 ”相对 于 数量 变量 的 微分 法 


AM l 对 于 * ЫЕ 
aki = [z tt) a, (t) a (1311 
定义 它 对 上 的 导数 为 


“A| di 24 dt | 


EX2? 对 于 x 克 ДЕ М 


da (t) da GD da (D 


й "PESEE an Сб?) ` 
Al у= | : : | = Са Ci) 1, 
N ge (P nt / 


定义 它 对 的 导数 为 
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(1 ==) 


“dan danl) ` 


| d d 
і t 
dA ЖҮЛ. 
а = |Р: 1—2) 
di | dat) da. (D) x | di l. 
| 4! dt | 


АЖ ЯШ Щщ. LEPTE А Жр. НБ АО) REA Ini 
量 a4) 时， 定义? 就 变 成 定义 1。 就 是 说 ， 算 阵 (E E E 
O МСЕ АУА РТ ЕАО ЕРК, ЗЕЕ ДЕ 
个 同 阶 的 矩阵 . 

根据 上 述 定义 ， 可 以 推出 下 列 的 运算 公式 ， 

运算 公式 1 在 下 列 公 式 中 ，4，3 者 是 变量 + RAE DS 
©. 但 它们 也 可 以 代表 向 其 画 数 〈 当 其 列 数 为 一 了 时) ， 或 数量 
р GTA, УЈКА). 其 中 4 是 变量 г НИШ. 

(1) 加 法 运算 公式 


a _ 4А dB _ 

Qd n ш. (1—3) 
(2) 数 纪 运算 公式 

4, 4) ZA _ 

PT САА) = Ea Сі 4) 
(3) 3ETE 2 PE ZY IK 

d ‚ “Ay. 4 dB z 

САВ) e Bee (1—5) 


这 些 公式 都 容易 证 明 ， 现 在 来 证 明 后 一 个 公式 。 
证 明 ”分 两 步 证 明 。 先 证 4、3 均 为 向 量 的 情况 ， 即 证 


й T _ dal 140 == 
тр j тг" u {1 6) 


其 中 a” 和 ЛЭ] ШЇ E TI e El, 
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ó, 
at= [a dyd], ó = F | 
| "z 
ат 12 RA AEC, ERRESA migm, рУ 


5. Са гру = y( 


因此 ， 当 有 4,B 为 向 量 时 ， 公 式 (1—5) RE, 
ЖА, В 55 Arxa 和 mw x/ 第 阵 ， 可 以 写成 


| АТС ` f "H I i б, лн É 
A= : : =| : В = E ; = [hd 
s" Z „ү* -fam ] u z э жЕ СЖ 
其 中 a REAREA í TITE, 0, ВД j 列 列 向 量 ， 


依 此 有 


АВ 6. - | 一 Сагу, 
сати отат, 


从 而 得 
d fd y | 
ыша а F "| 
= k г | 
di 1! C dE Ja 
dA dB 
dt: B+4A di 


例 1 求 X AX 对 + 的 导数 ， 其 中 XX 是 上 的 # Ыра 
Ж, Лехи XJ ЖЕ ЖОНЕ. 
解 ” 利 用 公式 (1—5), # 
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dT d 
kan Xi =' L AX XTZ Хэ 
Ji d сут A T; A J; cA 
а NI dA {xX 
ЕЕ (ХА 22) 


=2XTAX 
在 写 后 一 等 式 时 ， 我 们 利用 了 X74X 和 X74X а Та 
#1, HAHP, CISTA ctt E, 
СХТАХу= XTAX 
[Б Pi r RE, AAMEN, ERRA 


ЛХ ут оңуту 
Z: 
上 式 的 数量 形式 是 
£ ei + x + m... + х?) = ?2(xX < T+ x, e. + ЕЕ THa x. ) 


一 六 ”相对 于 向 量 的 微分 法 


1. ЖЕН 
设 函 数 
f (X) = р(х, se) 
ERRA 为 日 变量 的 数量 函数 ， 即 以 x 个 变量 x; 为 自 变量 的 


数量 函数 ， 
E3 ЖГНЕ 
; of 
Әх 
af 


叫做 数量 函数 / E 的 导数 ， 记 作 


сс 
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4 Әх 
әј 
А дх, 


ЕЖУ Ер f 的 梯度 ， 它 是 三 维 空间 中 梯度 
概念 的 推 T*， 记 作 gradf 或 Wf 
例 2 REM 
二 
对 X 的 导数 ， 
解 ” 根 据 定义 


df [af əf j 


—— E 


АХ lax, Әх, Әх, 


= om Arpu] 


-2X 
土 式 的 数 晤 形式 十 
а] _ 
ах, 21 
37 _ 
ax, 2% 
of 
r йш 
下 可 的 运算 公式 是 明星 的 ， 
运算 公式 2 左下 列 公 起 中 ， 了 和 都 是 和 的 数量 画 
数 ， 
(1) ШЕЕ з 
d df deg 
— 5265 一 
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《2 》 {БЕЙ K 
d „if dg 
—x 0) et f - x 
我 们 把 函数 ПНР Хт үр ЖУУШ FRIA, 
I fE 


(2— 3) 


7+ 82 27.9) 
| dx дх, дх, 
2. Ruk bq 3) Р 

Pt PRI ЖУ 


EK 的 mw Hye ЖУ. 
EXA axm [ШЕРА 


i Od, да„, 


| дх, ax, | 
x ， = да) == 
| aa Әл. [5]. 76 


| Әх, Әх, 


Корт 维 行 向量 函数 27 ОХ) 对 * 维 列 向 量 X HER. mxs 
阶 和 矩阵 函数 


е с (2—57. 


' ӧх Ох, 


称 为 m 维 列 向 量 通 数 st 区) 对 s 维 行 向 量 六 ”的 导数 ， 分 曾 记 
作 


dal (X 3 


dal AG 


dR 


=p = 
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根据 定义 显然 可 见 ， 导 数 矩 阵 的 行 数 筹 于 不 加 转生 的 向 量 
的 行 数 ， 列 数 等 于 加 以 轧 置 的 向 最 的 列 数 。 据 此 有 
йа? Фа МТ 
家 = РЫ. 
i 15 ле 
运算 公式 3 和 在 以 下 的 全 \ 式 中 ，4(X) MOO т BEDO 
jH РУ, 100 ERHAN, 
(12) 加 法 运算 公式 


4 уут der |. db" 
I 士 )=-уу + (2 G) 


(2) ж FAA 


d Tac dÀ da _ 
ИИ + TR 


(3) 乘法 运算 公式 


E . бат, dar 
HR “Эзу t pa (2—8) 
RETARA, АВА: txa EE, ERRE. 后 一 个 公 
0, MaE пх1 向 量 ， 证 有 明 如 下 ， 
证 明 根据 定式 并 利用 公式 《1L 一 6) ， 有 


Ò pg гаа? py aT 28 

эх x а ё) | | = jx | 

| x К 

| O 7 Og T g 
.. Т сс 
dX | 

| 

| 


== 28 — 
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| Өс ax, 
| 
да? др? 
2` Әх, Әх, de 
: dx dA 
да, ab 
| Ох Ох, 


关于 对 行 向 量 X” 求 导 的 运算 公式 ， 与 此 相仿 ， 就 不 重复 
了 。 留 给 读者 自行 号 由 ， 当 作 练 习 。 
需要 指出 ， 根 据 定义 我 们 可 以 直接 验证 两 个 有 用 的 等 式 : 
m | 
有 rT 和 名 
JOB IE sxs 单位 矩阵 。 查 要 注意 ， 从 以 上 两 个 等 式 可 以 看 
出 下 列 运算 是 错误 的 ， 拿 头 个 党 式 说 ， 不 能 把 志 端 的 分 母 移 乘 
到 右 端 得 出 
dX = dT 
如 果 要 把 2X (或 ХТ) 移 乘 作 除 或 移 除 作 溢 的 话 ， 必 须 训 
MER п, HER 


I (2—9) 


dX = іх 

жў ЕХ 移 到 左 端 作 除 时 ， 度 加 以 转 置 ， 得 
Ix 
297. 


俩 3 (1) REE XA ХЖ, 
(2)》 求 列 向 量 Bx WA 的 导数 ， 其 中 4.B 是 常 
PERE, Mp EEA E. 
E CO PA Ar ВН, AH exme 矩阵 ， 可 以 写成 


A = Са, Ryg] 
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EPa &лх1 列 向 量 。 因 此 可 将 行 向 量 X7 4 RA 
Х1А=[ХТа‚ XT a, X Ta, 


很 据 定 关 出 得 
й Ёле [ш d d 
тх XA = | Оо [ү Kgg Xa 
其 中 的 每 个 列 向 量 ， 由 公式 (2—8) 可 得 
d r, dX" йат 
ПЕЧ (Х di) = -yr tay A 
= 4; 


因此 有 
r A) = (2, арена.) = А 


(2) WB 为 xz ЖЕ, ЖЕЗЛ 


На 
В - ү 
0 
ЮКЕ lixs 行 向 量 . ТИЈ EEBX 表示 为 
KX 
pa 
| BEX 
ДЖ к s ШАУ 
(d ags] 
d 4 ко! 
ga A] ~ О x 
d ту, | 
кшш 
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其 中 的 每 项 可 算出 为 


d apps = Г 
Е Y S тү? 
= 7 
因此 有 
d 
24 (ВХ) = В 


从 以 上 结果 可 以 看 出 ， 在 此 情况 下 的 常数 定 阵 可 以 当成 常 
数 ， 提 出 导数 号 外 ， 再 进行 求 导 ， 
4 求 二 次 型 XxX "AX 对 的 导数 
解 ” 利 用 公式 {2 一 8) ， 将 列 向 量 4% 看 成 8 ， 得 到 
dX TAX) y 


d E Е Я 
6 AX) = gy AA + TX 


= AX+AX 
= (4 + ADX 
038. А] р Е, 44428225 Б BI, КАНЖА Л. 


à 
——T gx бар+ 4) x >%, > 2х5) = 28, + (2.1 十 41}; 


Әх, 


(ак + (4,4% Bot X + ma Л = (g, + 461) T @й,,х, 


МАКИ, БУ 


й ТР 
= X = 
TX (X TAX) =? АХ 


同 理 可 得 
d 
іХ" 
当 刀 为 对 称 阵 时 ， 上 式 变 为 


й TAX x 
-em ..- - TA aa гд 
ДХ? ` i- 


(X TAX) = KtA’ + A) 
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AE F Tr Ж, 以 上 结果 可 帘 为 数量 函数 ex” 导数 会 式 的 推广 。 
例 5 Жїр р AX 对 的 导数 ， 其 中产 是 1x# 行 
8, sta УН, ЛЕЕ. Erxl УЕ, 
HO HAr АХ 是 数量 函数 ， 它 等 于 自己 的 转 置 ， 即 
pr AX=X" Ap 
考虑 到 4 Р 是 带 数 向 量 ， 可 以 提出 导数 符号 外 ， 便 得 


od T _ AT 
Fr ФАХ) = АТ} 


He RF 
АХ = Б | 
的 最 小 范 数 和 解 。 其 中 4 是 为 x# ЖОНЕ. ИОД miman), 0 
mxi ЖУПЕ, 
Жо хз КЖК ШЖ 
fexy= XTK 
在 条 和 怕 
АХ = 
ТААМ, EARR, EAA 
F(X) = XTX +p (AX - b) 
Kpa ERr LERRET, REAN 的 导数 ， 并 令 它 等 


于 零 ， 得 到 
=2X+ Ap=0 
由 此 解 出 
1 
Ж. = 4 р 


将 它 代入 约束 方程 ， 可 得 
-LAA = 


== == 
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其 中 AA” 是 m xp ЖП. WE ЕЖЕ АГАТЕ ЕКО т, 
HUPE. ВВ | 
b= - СААТ) 
PERA X RAL, i4 
X= A CAAT È 


再 由 
d dF PF O. 
JX X gxr 212% 
可 知 所 得 到 的 解 是 最 小 范 数 解 。 这 也 就 是 第 三 章 第 一 节 中 年 理 
2 НАТЕ. иН 
需要 指出 ， 根 据 定义 我 们 可 以 直接 验证 下 列 等 式 
г да" 
| Әх | 
do [da da,da. ME a 
JX 14Х 4х dx 6 
да? | 
{ da, ) 
| AXT | 
| | 
е. а” ða да \ 
ХІ I Ж Ох, Әх, Òx, 
а. | 
| 
3, %EFEbS 98 PJ Apay 
TE EI 4 
Оа СХ) чау (X) ) 
AX =| | | 


\ ЖОК 3 
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ЖХ mxi ЖЕКЕ РБ, BHH Н 1 АДЕ X йд. 
定义 5 лихі MEPER 


BAX) 
Әх, 
SANY 


Әх, 


| DAK) 
| Әх, | 
Жут хі 矩阵 函数 A(X) ЧУ MEX BJ Sh 3. mx Is BERE 


ра Ж 

| а40Х) BA . 

| Әх, Әх, dx. 
тх BERRA) 对 行 向 量 X” 的 导数 ， 其 中 的 每 个 
БРЕВНО РЕВА СХ) 对 变量 x; 的 导数 矩阵 ， 傅 是 一 个 


mx ЕЕ, 
г oz (X) Dz (X) 
Әх; Әх; 
[240%]; | | 
9x; да„ (X) Әа,,(Х) 
O: Әх; 
我 们 将 以 上 两 种 导数 分 别 记 作 
dA 和 dA 
4 Х ах? 


一 般 地 说 ， 上 述 两 种 导数 不 存在 五 为 转 置 的 关系 ， 即 
dA аА}! 4 А? й А |? 
154] (вж = [5А] ) 

FEAH, "AG BEJA, ЕМ ИЙ ЫЕ 4 
相同 了 ， 


一 534 — 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


可 以 证 明 存 在 下 列 的 运算 公式 ， 

运算 公式 4 EATHAR P, АЯС Е pm Жр, 
B тх іН, 2 EX hA EHAR. 

(1) 加 法 运算 公式 


4 _ dA, dC _ 
= 1+0) = y + T (2—10) 


(2) 数 乘 运算 公式 
1 ШУ; JA _ 


其 中 右 端 第 一 项 的 含义 是 ， 把 4 看 成 一 个 数量 那样 与 向 量 -7 


ШЖ, Rp 


其 中 的 每 个 分 块 都 是 px m E, MUERES ялрхт Ж 


PE. 
《3》 乘 法 运算 公式 
d dA 2) 
зх (AD 84 7 


Др БАЖ Ау x E 
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дх, | 
: OB 
| 
dB | 
Жылым 0х 
А е^ | 
ай 
ж, | 


其 中 每 个 分 据 都 是 рх! 和 矩阵， 所 以 它 本 身 是 个 рх! Ж. 
现在 我 们 给 出 这 个 公式 的 证 明 . 
证 明 ЕАО В 分别 写成 


РАА | 
z" 
2А = "ig B=Cå, # ЁР] 
ат. 
Җа, ЖЕЛ ЙД FARE, ó, В 的 第 ЯЕ, {К 
此 有 
арб, сау 
АВ = | : = Сагё ір 
маъб таъб 
内 而 
д _[ а т 
P= (АВ = É (ат) | 
= [22 P; 2. g A 
дх» Өх» del 
= аА B+ А. aB 
хь Әхь 
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а ` А 2В 
- — (AB -B+ — i 
Әх С Әх, е Әх, | 
Р а да | вд x 
ё (4B = х: = Өх, дх, | 
中 gA aB 
— | 一 4 
| QX, а | Ох» е дх„ | 
_ dA г dB 
ж talir) (2—17) 


这 里 有 个 问题 要 解释 一 下 ， 工 式 右 端 第 一 项 中 的 是 个 
mxm ВЕ, B AS axi Е, DA 


| ox, a 
| oA. i 
дх: Р - 24/1 в 
dX 
д4 
DA a 


而 第 二 项 中 的 4 是 个 pxw E, ССРИ ятх/ 和 矩阵。 两 
者 不 能 相 乘 ， 自 然 不 能 等 于 矩阵 
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所 以 我 们 把 它 写 成 公式 中 的 形式 . 

不 难看 出 ， 当 如 和 B Мута, Еа Й Ја 
算 公 式 3 一 至 了 ， 

7 Rir BR X A Хур, 

解 ” 利 用 公式 (2 一 12) ,有 


dd goyr ddl dA 
E Шы Ке ашы ДЕ | 
当 刀 是 带 数 阵 时 ， 得 

IX Л) _ 4 


dX 


比例 3 的 算法 简单 ， 
第 三 节 ”相对 于 矩阵 的 微分 法 


1. EL PR BJ EF z 
1 ЖГ 
f=f CA) 
是 以 pxm EEA BJ xm 个 元 aa 为 自 变 量 的 数量 函数 ， 
EAGER АВА Е РНЕ үй. {ИЛЛ 


= ы 
f= ay Aata 90109 


就 是 以 
4 I 1 ЫТ 
为 自 变量 的 函数 ， 


定义 6 рхи ERE 
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Әу. Әј ^ 

‚да, дг f 

| : z рс == aj) — 
Ea Ж ( Š 1 ) 


ај ај 
шь, дар» 
称 为 数量 函数 f РЕА 的 导数 ， 记 作 


af 
А 


例 8 求 fs ХАХА 的 导数 ， 


ЙЧ, АХР ВЈ, 
Н {ПЛ 42 Et BEBE ЕНЕ О, ОВС р 


Te R E] Et Хд 


Aua ma Ху ` 
— r Е 
= х, х] | 
Aa быс a Na 
е 
afa t X 5225 + Хз 


т к 
== = - w 
a Жү, | “э 


9) 93 | 
df Ф Ӛз | si Жүр 
dA | of Əli Ы Ni 
Ofa, да, š ) 


x, Ó Ки 
| ' xr x J = АХ 
Aa 


对 于 一 般 的 情况 ， 函数 
raS У ка 


Ж ЯН 
хк 


4А 
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2. ЖЮ ПЕРИ 
расар 
(А) = aAa (Aee 
ВЕЕ 4 НЕЕ Аут 维 列 问 量 函数 ， 
ЖАТ apem р 


ƏZ ә 
деу Oa, ` 
: 125 (3—2) 
Әд SFA да Px 
| Jap Әл, 


称 为 列 向 量 函 数 2Z 44) XF рхт ЖЕЛАЕ, ЖАРА 
HERET #1 ЖЙ: 


_дх, ` 

r ERF 

дз; 
ð =: GERT 
Әг, ; 


(3—3) 


| OBa | 
да) 
о] ЖИП Е S T BL ЕКА (4) 对 所 的 导数 ， 它 是 个 
рхтя 抵 阵 ， 分 别 记 为 -A 122. 
з. ЖЕР АУ 
ERR 
САД CA) 
F (A) =: ` : ; 
`, Ta (A) eefa А) л 
是 以 рхт ЖАААЙ хг ЖРЕБ. 
EME ярхті WEF 
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ӨГ ӘР 
| da, да, | 
| 3 3 | (3 — 4) 
of ӘР | 

‚да, дар, | 
WAEREA FOD НЕА Bj Se Ay, HEAT kE 
ux WPF, 


г dfi ӨЛ | 
Әй; да; 


(3—5) 


ee ы 
и ја. 9 fa i 
q ӘЛ) da р 


此 一 号 数 的 记号 是 ， TA 


家 对 于 第 阵 求 导 的 运算 公式 比较 复杂 ， 宜 于 具体 情 沈 具体 
你 理 ， 现 把 几 个 常用 的 公式 汇 列 如 下 ， 以 供 查 阅 ， 
EFAA. Хн ЖУЛА Е, Үт ЫЕ, А 
кох т YH 
әх" AY 


== = 7T — 
(1) 5 可 ХҮ (3—6) 


证 明 ЯН ШНЕК, fi 


XrAY - Y y ах, J) 


#=ї i=] 
由 此 可 得 
XAY oy 
OZ; 
АН 56, 1849 
9X АУ 
2А 


= I ин = XYT 


— jil 一 
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HFX AY ETEA, БЕН EHS, En 
ҮТАТХ = XT AY 
利用 此 一 上 结果， 我 们 又 得 到 所 论 公式 的 第 二 形式 
дү ATX 


ыы МТ 
дА i 
т T s 
(3 i AA = YY: Ci 


证 明 在 上 式 左 端 含 有 矩阵 的 乘积 47 A, АЕ 
积 的 求 导 公式 ， 可 以 想到 ， 上 式 的 求 导 也 应 包括 两 项 ， 一 项 只 
RHA RT: 一 项 只 对 二 求 导 。 就 是 说 ， 不 难 验证 下 式 的 正确 性 


OYTATAY 37747X aXrAY у 
Са А ъа @= AY) 


ЕЮ FK afra, ХОУ ЖЕ ЕНЕН ISI BL, КЕ, HEA 
ÆA (3—6) 就 得 到 


OYA AY күт хут-»дүүт 
эЛ 
| е | 
(3 Е) (- =2(АҮ-Х)ут (3—8) 
证 明 我 人 有 


CAY ХУ" (ЛҮ УХ 
-YTATAY- XTAY YTATX + XTX 

ЖЕЛАЛ, ARAA (3 — 6) 和 《3 一 了 ) , WB 
Ə(AY — X)! (ЗҮ — A) = 9 AYYT— 2X YT 


=p (AY - X) YF 


由 于 
(АҮ-ХуТ(АҮ - Ху =Tt(AY- X) (AY - X)" 
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利用 公式 (3—8), Җир 


L T 
(4 ү ме Ее YY (9 —– 97) 


在 下 列 公 式 中 ， 要 是 zx 严 EWE, ВЖ mx a Y 8 
FE, C 是 mw x m ЖЕЕ, 


трт г AT 
(C5) oTrAB _aTrBA ƏTrA P ƏTrB А? _ pr 


3A4 ad А JA 
(3—10) 
证 明 БЕДЕ, A 


TrAB -ў y анды 


=] у= 


[КЇ 1 
oTrAB р. 
дан “já 
根据 定义 6 ， 便 得 
oTrAB nr en | 
ы Ë (3 11) 
由 于 


TrAB= TrBA= TrATB = TrB’ А! | 
利用 公式 (3 一 11) 就 可 推出 公式 (3 一 10) 的 其 余 等 式 ， 


T 
сасе = АС + CT {3 — 12) 


HEB ”容易 验证 在 此 情况 下 的 函数 乘积 的 求 导 法 则 照样 是 
适用 的 ， 就 是 说 成 立 
атгАС.47 _ oTrAB, ,3TrB,A” 


ee .fi 


аА 2A DA 
而 其 中 的 B,= САТ, В, АСЖ ИЖЕ ЖОР , F 


-— 243 — 


(6) 
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3aTrzvlrC4 _ „т Ooa 
о еа (3 —-13) 
о RAR 
f= (X— e - ВХ) (X - a- BZ) 
РЯ В А 


H ”利用 公式 (3-5) ， 得 


ај. Әд ua BTX -a 
sr n (Ra ВИХ — zg ВА? 


д тр 
Ба. (ВА + a— X) СВА + a — X) 


o (BZ +a— X) ZZ 
= —-— 2 (X — a — BZ5 Z! 

ЯЛЛА AV POE ТАН, Е 8ER УН. "hu 
概括 了 以 前 的 七 个 定 光 ， 将 它们 作为 自己 的 特 款 ， 就 是 说 .不 
EKA FAHRER, ри. ЖЕ, FARA 
ЕНЕ F kE np ЛҮ ИЕ ЈА ВЈ. EH 

(1) ЖЕРЕ А рул P 对 备 元 的 导数 ， 得 到 分 
НН (3—4); 


(2) 对 矩阵 《3 一 4) ТИ ТУА, pl. д 
的 函数 FE 的 各 元 换 成 该 元 的 对 a; 的 导数 ， 得 到 矩阵 (3 一 


52 . 
ЖИЫ Ep ЯНЕ ek. MF 对 才 的 导数 . 


例如 ， F = СЛ, td) аг 对 要 ü | С ПУ Є Бї 


Faj ур. 


= 544 — 
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HJ PILI 7). 
(1) ЖАН GIS IQ F АНЕ n sak, 19 


oF о! 
да. д4 
aP _ 
ФА Әр BF 
д4, да, | 


(2) ЗАНЕ 的 各 元 换 威 该 元 的 相应 导数 ， 便 得 到 
д}: д). дз À 


да да да. 902; 


HOLTA R -的 行 数 等 于 F ЯАНА, A 


数 等 于 下 ОА АЗОВ, ЗЕ А. п ЗЕЕ я 维 列 
辣 量 的 导数 将 是 一 个 天 维 的 列 向 量 ， 

从 以 上 前 讨论 可 知 ， 相 对 于 疝 量 的 微分 法 把 相 寺 于 数量 的 
徽 分 法 作为 自己 的 特 张 情 准 ， 毕 一 说 法 上 月 然 也 适用 于 迄 算 会 
式 。 由 于 相对 于 矩阵 的 微分 法 应 用 少 些 ， 具 要 根据 上 述说 明 ， 
掌握 相对 于 上 镶 量 的 导数 含义 及 运算 公式 1 ， 就 能 满足 实用 第 要 
Ts 

МЕЈН. и ЕО УрО ВРА EBE Ж, E 
目前 常用 的 ， 当 然 也 可 以 采用 以 分 子 为 主 的 定义 ， 就 是 说 在 吓 
义 F 对 有 所 的 导数 时 原则 上 可 以 把 上 述 两 步 三 俩 一 下 次 序 ， 例 如 
把 l 

= = [/. To А = Са, 41 


的 导数 -入 一 定义 为 


一 545 — 
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[2 f Ye Эй] 
да, да, да, да, 
而 不 是 现在 这 样 定义 为 

рл əh аһ 24] 


да, да, да. да, 
НУРА 0 а — АГЕ, РЕ ЕАН АУ. 


第 四 节 ”复合 函数 微分 法 


下 面 将 介绍 一 些 最 常用 的 基本 公式 。 我 们 用 代表 数量 本 
Ж, ZRA 维 列 向 量 函数 ， 代表 w ЕЩ ЫЫЫ. XŠ 
表 * р аа, г 代表 数量 变量 . 

1， 数 量 函 数 的 公式 

公式 1 BAY), Y=Y 0, W 

df аР dY ҮТ df 加 
“Йй Yr а а ЧҮ е) 
公式 2 8 =), Ү=Ү(Х), W 


af _4үт 4р _ 
ZX dX dY (4—2) 
ЕЕ ЖЕ я (4—3) 


公式 1 是 容易 直接 验证 的 。 公 式 ARMER CNET 
为 转 置 的 关系 ， 现 在 给 出 其 证 明 如 下 . 
证 明 ”由 给 定 条 件 ， 我 们 有 


4 dY 
df = 14Ү R dY = A x 


其 中 4Y ЖХ 分 别 代表 如 下 的 # 维和 # ҢЕЎГ BE 


— 516 — 
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ау, \ | 


dY = ©: , IX = 
Л ) dx, 
上 面 的 两 个 镍 分 公式 都 不 难 利用 多 元 录 数 微分 法 直接 验证 ， 把 
它们 结合 起 米 就 得 到 
_ df ЧҮ 
0 лут ixr” 


Fr aym bJ ах Д EI ЕРЕМЙ:. MAA (2—0) , i 
公式 2 的 第 二 种 形式 ; 


df af ЧҮ 
2Х* ү? dX 


HEHE, ко 3 MEX 4 а 的 关系 式 


к. ЖЕ С | dY s) т ат" 
Хт) К =) = 2, ZX) 7 HX 
就 得 到 公式 2 的 第 一 种 形 江 ， 
df _dY™ df 
dX dX dY 
由 公式 2 i а, 
公式 3 j /=/J(X,Y), Y=Y(X), W 
d] _ д] dY" af 
AX aX ` 7X oY „ш. 
df әу af dY 
IXY ©8ХТ or IXT 0 
10 Ж /=ХТАХ ХЖ, 
解 ” 令 Y= AX, ЩТ 
dy dX ж 
dX л ы: 
再 利用 公式 3 就 得 到 
== jdr 一 一 
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ШК а м ЖОЧУ т 
ао 
=Y +1" 
= {4 + 47) X 
11 求 方 程 
АХ =} 


HRDP. НА m хл» AROE., HRAM, 
解 Хк лл K Ae A а 
f= (АХ ВАХ - 
EEPE., 5 
Ү=АХ-} 
利用 会 式 2 gA. T 


=2 A (АХ — Ë) 
令 上 式 等 于 零 ， 解 出 
X = (АТА) АТ 
RAER ERDER 4 ЩН В. H pA e n] a 35 U 
и —— F. ТӘ АПК Ds, nx n Жи САТ A HERBE n , 
MRA AD FE. A 
кш (4 X = Р) = 0 


不 能 推出 
(АХ — В) = Q 
因为 两 个 非 零 窃 阵 的 积 可 能 是 零 ， 不 能 出 此 消去 АТ, RES 
数量 乘积 不 同 的 ， 
例 12 жий 


f=(X-—- a= BZ)U(X — a- ВУ) 


一 948$ 一 
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对 x Ша Dida spa 
Жош 
Y = (Х- 4 -– Ву 


则 根据 
Z ; 
a Y= 
和 
д vr _ д - т _ 
Эа Í s Go) i 
再 利用 会 式 2 .， 便 得 
al aY? әј 


da az AY 
= — 2X — g BA 


2. 阿 最 函数 的 公式 
公式 4 E Z= Z(Y)5, Y-Y(P, BN 
Ix] н" 


dZ dł dY 


ЧҮ? а С 
公式 5 jeZ=Z(Y), Ү=Ү(Х) J 
127 ЧҮ' ad7’ 
dX dX dy МЕ 
и. я: m" mel 
77 A? дү 
dx: ві dXT (4—8) 
few fan = 
公式 6 B Z=ZƏGX,Y), Y=Y(X, WH 
471 _ 877 4ҮТӘЛТ _ 
XT aX" dX ӘҮ 264—9) 
47 aZ , ƏZ dY B 
ixi “аут arro (4—10) 
— 549 一 
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下 面 将 给 出 公式 5 的 证 明 ， 其 它 两 个 公式 的 证 明 类 人 忆 ， 建 议 读 
者 自己 完成 . 
证 明 ”我 们 直接 可 以 验证 下 列 的 两 个 微分 公式 ， 


tlt A 


AX 


HAWK 移 乘 作 除 ， 则 得 
dZ _ dZ dY 
AXT = JYT AXT | 
这 就 是 公式 5 АРК. BEREARI — TER: 
dZ? ДҮ? 4771 
dX dX dY 
公式 5 的 组 成 是 有 规律 的 ， 它 包 傅 三 项 ， 每 一 项 的 分 子 和 
分 母 坚 一 为 列 阿 量 一 为 行 问 量 ， 在 形式 上 根据 
qY" ДҮ 
4Y ¿Yr 
把 47Y” 和 d#Y 对 消 后 ， 两 过 是 相同 的 ， 右 端 第 一 项 中 的 列 向 量 
“ 即 趟 带 转 置 符号 的 量 ) 必 和 与 堪 端 项 的 列 回 量 是 一 样 的 ， 如 在 
藉 个 式 子 中 的 dX， 后 一 式 子 中 的 42Z。 这 种 规律 性 其 它 的 同 当 
公式 也 都 具备 ， 
1з 求 向 量 画 数 sin (CX). X ”对 XX 的 导数 ， 其 中 C7 是 
常数 行 向 量 . 
将 sin (СХ) FRA 〈2 一 7) 中 的 4 ， 可 得 


d J ge Aip A ра ШК? 
А [Sin (G Ху. ХҮ) = — XI rsin (COTXE h 


= Ї 
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将 上 式 中 的 C'X 看 成 一 个 数量 变量 ， 可 得 


od aa еру, __@(С1Худыїп (С? X) 
Ду 091806 А) = JX CX) 
= Ccos (C* X) 


由 此 便 得 
-Eisin СХ). XT = Ceos (CIX) -XT + sin (CTX)! 
dl 
例 14 R = (X - yI ROAX- 5) ЫХ тй, ЖНА 
Дн хп р, R homo m ЖОНИ. ХАР EnH 
维 列 阿 量 ， 其 中 上 ЫП. 
解 u 
Y: АХ 
пн т 的 结果 ， 有 


що 的 结果 ， 有 


2) = (R A RODY 


5 
再 利用 公式 2 便 得 到 
df dY? dj 
dX dX dY 
= AT (R 1. RIY 


= АЕ + RD AX — P 
如 令 上 式 等 于 零 ， 则 可 解 出 
X = САТЕ + АТ) AJAT (R + Ёт) Р 


T< WA Ju IER ТЕЛЧЕ. ЕЛДЕ В, EAA 
X=(ATRA АТА 
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习 是 
1. HER 


Ре х, + 3x X; + 2x X 2 + 2х, T X x I + 6! 


试 将 它 写 成 XT4X WER, Ж... 


2。 试 就 征 阵 
Gir Чу» 
а] 
Пу 153 
ОҮТАТАУ QV TAIX ӘХТАУ (x 和 和 Y ERAD 
的 正确 性 ， 其 中 互 和 了 都 是 二 维 而 量 ， 卫 
X= AF 
з. Ш БАБИ: А 验证 公式 (3 一 6) 、 (3—7), (3—8) 和 和 
43—92 的 正确 性 ， 


4. ЖАХ 对 XT 的 导数 ， 
5. ЖХТАХ 对 的 导数 ， 
恬 。 求 数量 图 数 
{= (X —a+ B#g)'(X -a+ BZ) 
WX 的 导数 ， 
т. ЖЕ 
{= (а- Xa+ х) 
ХХ 的 导数 ， 
8. RAHAA 
j=- (X-T TAX + a) 
Hx 的 导数 
9, ЖА Р 
f= (X~ а AzZyTeX - a-ü- АЎ) 
对 ar 的 导数 . 
10. 求 数量 函数 


— 552 一 
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f=(X- рут (АХ – b) 
ХГ рүү, 
11. kA RAH 
f= CN ETRCAN - Ьу 
对 & 的 导数 ， 
12. ЖЕ АЖ 
i= (BZ – Х)УТЕСБА- ХУ 
WARES RIFA, 
БИЧЕ ф л 
本 SSTnYaT yy, X 
XXT 的 导数 。 
14. OR ij E A 3 
F=sin(XTAX)- NT 
ЫА Йу. 
15. EME (2—7), 
16, pb HB 2527 


d ap y dÀ 
TD) деа аА „|, 
= Л 了 — А 


18. HAX = ЯХ, WEN 


—,“—(XTBX) =2X"RAX 


{ЛТ A, MANAT, 
19, TAR (2--11) pe 
АРАДА 
НЕЛЯ ДЕУ, (2—12) 的 特例 ， 并 总 


| 
L 


2 
x > х: 


加 以 验证 。 
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20. EH 


15 da 
чат ss з 


od 

ахї 
21. EHAA (3—10) НАН. 
22. EHAA (3 一 13) ， 
23。 求 下 式 

f= Tred- КАО KHYT+ KRK 


УРЕК Р, MORH.Q.R MERSER EBE. ПО RR 是 对 


ЕЕЕ. 

ТА НЕ, 

7X aTX = a, эү XTa=n, yr% О” at, ayra = 27 
WER, EEFT. AO Ea гн ЛЧ H Aa E 30 Se 34 j+ 
外 。 


附录 二 ”和 矩阵 恒等式 


ТШШ АНН, # Пи 都 是 * nR, Н. 
ri "lg + 1-5 0 
Аар АТ! 


Тұ —1 _ =! 
1 СА + шо Y} = A ЛҮҮ РЁ А-и 


ШЕЙ Жаст) {ҮЕ F NAJ ARM. B) 


-1 Аш! АТ . 
(A EET (Zl F gpt) 


(A get AD (A + др!) 


= It e сс тд 
而 上 式 右 端 最 后 一 项 为 
а Аа {eT +” Арт) 
па х 
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s n ilgi a st J lg) >r 
aa sn С} ) 


= 17 шр! 


(i = ае (A + ят) =] 


| 1 14716 


1. 


w, 


ТЕКИН. Ж Р ОПО ЛА АЈ, ЖАНРЕ 


p (P'a A'O AD PAT = Pd 

证 明 SGS, MERS ITI EREA 
Ат O APA PA a 

3 РАТ (АРАТ ©) = сре. ATO Ау! АТО! 

这 实际 就 是 第 九 章 的 公式 (1] 一 28) , 

4 (POAR A la P= PA (AAPA Ку АР 

这 实际 就 是 第 八 章 的 公式 (2 一 16) ， 

элш, ЖА 1 实际 上 是 公式 4 的 一 个 竺 款 ， 这 两 个 公 


式 都 可 看 作 是 矩阵 求 逆 的 校正 公式 ， 当 左 端 插 号 内 第 二 珊 为 零 


时 ， 


其 道 就 是 厂 端 的 第 ~- 项 ， 当 不 等 于 零 时 ， 它 的 逆 就 多 了 右 


剖 的 第 二 项 ， 
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第 一 w 
1 
4 Ü 1 1 | Ó ` 
Asi * B... | 
Со „мй 2, 
2 
"= эй 2 
А = | 
Í =] „0; 
4 
0 1 0 беу 
| x 
| | 
i — 640 -192 – 18 2240) 
5 
“ 0 1 0} о} 
A= o 0 15, Baj 1 
| | 
\ -2 -1 -5 = 3 
6 
голт 0 ^ ( 15 
d=: 0 0 1. Ви || Сесе 03 
\-1 -2 -3 . 2. 
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== 
II 


7 ҢЕЛ 
0 0 
A= ú 0 1 
-5 —3 ~2) 
能 观测 标准 形 
1 
A= 1 ó =] 
0 1—2 
8 
—1 0 0 
A= 6 -2 Ù Ñ B 
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